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Chapitre 1

Graphes non orientés

Un graphe (non orienté) G est constitué de deux ensembles : un ensemble fini et non
vide V' dont les éléments sont appelés sommets, et un ensemble fini E dont les éléments sont
appelés arétes. A chaque aréte est associée une paire (non ordonnée) de sommets de G non
nécessairement distincts. On note G = (V, E). Généralement, étant donné un graphe G, on
notera V(G) l'ensemble de ses sommets, E(G) 'ensemble de ses arétes, n le nombre de ses
sommets et m le nombre de ses arétes. Si les sommets u et v sont associés & 'aréte e alors on
dit que e relie (ou connecte) u et v et que les extrémités de e sont u et v, on dira aussi
que u et v sont adjacents ou voisins. Une aréte e est incidente a un sommet v si v est une
extrémité de e. Deux arétes incidentes 4 un méme sommet sont adjacentes. Un sommet est
isolé s’il n’existe pas d’aréte incidente a ce sommet. Une aréte dont les extrémités sont égales
est appelée boucle. Une aréte e s’appelle multiple s’il existe une autre aréte ¢ # e reliant les
mémes sommets que e ; dans ce cas on dira aussi que e et €’ sont paralléles. Un graphe simple
est un graphe sans boucle et sans aréte multiple. Dans le cas d’un graphe simple chaque aréte e
est caractérisée par ses deux extrémités distinctes; si les extrémités de e sont v et v on notera
e = uv ou indifféremment e = vu.

On peut représenter un graphe par un dessin : & chaque sommet est associé un point et a
chaque aréte est associée une courbe qui relie ses extrémités et qui ne passe par aucun autre
sommet du graphe. Voir I'exemple de la Fig. [l

® somimet

aréte

V(G) = {x’ y’ Z’ u’ /U7 w}
E(G) = {a" b?c’ d? 6? f’g? h?Z}

F1GURE 1.1 — Un graphe non-orienté G.

Dans un graphe G sans boucle, le nombre d’arétes incidentes & un sommet u de G est appelé
degré de u dans G, on le note dg(u) ou d(u) s’il n’y a pas d’ambiguité. Etant donné un sous-
ensemble X de sommets de G, le degré de X noté dg(X) (ou d(X)) est le nombre d’arétes
entre X et V'\ X, autrement dit d(X) = |d(X)|. Remarquons que si X contient un seul sommet u
alors le degré de X et le degré de u sont égaux, c’est a dire d({u}) = d(u). Pour deux ensembles
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X et Y de sommets de G, d(X,Y’) dénote le nombre d’arétes entre les deux ensembles X \ Y
et Y\ X. Le degré maximum de G est noté A(G)= max{d(v) : v € V'}. Le graphe G est dit
k-régulier si d(v) = k pour chaque sommet v de G.

Remarque 1 Si G est un graphe simple & n sommets alors pour chaque sommet v de G on a
0<d(w)<n-1.

Soit G = (V, F) un graphe. Soit X C V. L’ensemble des sommets de V'\ X qui ont au moins un
voisin dans X est appelé voisinage de X et est noté Ng(X). Notons que si G est simple, alors
dg(v) = |Ng(v)| pour tout sommet v de G. On appelle sous-graphe de G induit par X, le
graphe noté G[X] dont 'ensemble des sommets est égal & X et ou deux sommets sont reliés s’ils
sont reliés dans G ; en d’autres termes G[X]| = (X, E') avec E' ={e=w €€ F : ue X, ve X}
(F1a. (a)). Etant donné F' C E, on appelle graphe partiel de G induit par F, le graphe
noté G(F') dont I'ensemble des sommets est égal & V' et dont I'ensemble des arétes est égal a F';
en d’autres termes G(F) = (V, F) (F1G. (b)). Un graphe partiel d’un sous-graphe de G est
un sous-graphe partiel de G (F1G. (c)).

(a) (b)

F

G sous-graphe G[X] G graphe partiel G(F)

G sous-graphe partiel G[X](F)

FIGURE 1.2 — (a) un sous-graphe, (b) un graphe partiel, (c¢) un sous-graphe partiel.

Pour un ensemble S C V, la coupe définie par S est 'ensemble des arétes de GG reliant S
et V'\ S, on la note dg(S) ou d(S) s’il n’y a pas d’ambiguité (FiG. [[3)). On remarque que par
la symeétrie de la définition, 0 (S) = d¢(V '\ S). On dira qu’un ensemble @) d’arétes de G est une
coupe de G ¢'il existe une partition des sommets en deux sous-ensembles S et V' \ S telle que
@ est 'ensemble des arétes de G reliant S et V'\ S.

Soit X un sous-ensemble de sommets de G, le graphe obtenu & partir de G par suppression
de X, noté G — X, est le graphe G[V'\ X]|. Si X = {v}, alors on pourra écrire G — v a la place
de G — {v}. Le graphe obtenu a partir de G’ par contraction de X, noté¢ G/X, est le graphe
dont l’ensemble des sommets est égal a (V' \ X) U {x} ot x est un nouveau sommet, et dont



5(S)

FIGURE 1.3 — Les arétes en gras représentent la coupe définie par S.

I’ensemble des arétes s’obtient & partir de E' en supprimant les arétes dont les deux extrémités
appartiennent & X et en remplagant chaque aréte d’extrémités u € X et v € V' \ X par une aréte
d’extrémités x et v. (F1G. [L4)

FIGURE 1.4 — (a) Un graphe G et un ensemble de sommets X, (b) le graphe contracté G/X.

Remarque 2 Le graphe contracté peut avoir des arétes multiples méme si le graphe initial n’en
avait pas.

Soit F' un sous-ensemble d’arétes de G, le graphe obtenu a partir de G par suppression de
F, not¢ G — F est le graphe G(E \ F). Si F' = {e}, alors on pourra écrire G — e a la place de
G — {e}. Soient x et y deux sommets de G, on note G 4+ xy le graphe obtenu a partir de G en
ajoutant une aréte d’extrémités z et y.

Une étoile est un graphe simple dont ’ensemble des arétes relie un sommet particulier a
tous les autres sommets. Le graphe complet & n sommets noté K, est le graphe simple a n
sommets dont toutes les paires de sommets sont reliées par une aréte (F1a [LH]).

K Ky K3 K,

FIGURE 1.5 — Les graphes complets a 1,2, 3 et 4 sommets.

On dit que deux graphes simples G = (V, E) et H = (V', E’) sont isomorphes s’il existe
une bijection : ¢ : V. — V' telle que uv € E si et seulement si o(u)p(v) € E'.

Le complémentaire G d'un graphe simple G = (V, E) est le graphe G := (V, E') ot uv € E'
si et seulement si uv ¢ E, pour tout couple (u,v) de sommets de G.
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Remarque 3 Puisque le graphe induit par la réunion disjointe des arétes de G et de G est un
graphe complet a n sommets, pour chaque sommet v de G, le nombre d’arétes de G incidentes a
v plus le nombre d’arétes de G incidentes a v est égal an—1, c’est-a-dire dg(v) +dg(v) = n—1.

Pour n > k > 0, Cﬁ dénote le nombre de sous-ensembles & k éléments d’un ensemble a n

éléments. On rappelle que CF = 719!(7?119)!'

1.1 Exercices d’échauffement

Exercice 1 (a) Quels graphes sont-ils isomorphes parmi ceuzx de la F1G. ?

G1 G2 G3
FIGURE 1.6 — Les graphes G1, Gs et Gjs.

(b) Méme question pour les graphes de la F1G. [L7]

G1 Ga Gs

FIGURE 1.7 — Les graphes G1, G2 et Gjs.

Solution (a) G; et G5 sont isomorphes comme le montre la F1G. [[8

1
6 4 2
6 2
) 3
s 5 1 3
G1 G3

F1GURE 1.8 — La bijection qui montre I'isomorphisme de G; et Gs.

Par contre, G et G5 ne sont pas isomorphes : G1 ne contient pas de K3 alors que Gy en
contient. Par conséquent, puisque G et G3 sont isomorphes, G2 et G3 ne le sont pas.

(b) Gi et G35 sont isomorphes comme le montre la Fi1G. [0
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10

Gl GS

FI1GURE 1.9 — La bijection qui montre I'isomorphisme de G; et Gs.

Par contre, G; et G5 ne sont pas isomorphes : GG; ne contient pas de deux sommets non
adjacents qui ont deux voisins communs alors que (GG en contient. Par conséquent, puisque G
et G5 sont isomorphes, G et G5 ne le sont pas. O

Exercice 2 Pour chacune des suites indiquées ci-dessous, décider si elle représente la liste des
degrés des sommets d’un graphe simple.

(a) 7,6,5,4,3,2,1,

(b) 6,6,5,4,3,3,1,

(c) 3,3,2,1,1,

(d) 3,3,2,2,

(e) 5,4,3,1,1,1,1,

(f) 4,2,1,1,1,1,

(9) 1,2,2,3,4,4,5,6,6,

(h) 1,1,1,2,2,2,3,3,3.

Solution (a) Non. En effet, cette suite contient 7 valeurs, un tel graphe aurait donc 7 sommets
et, d’aprés la Remarque Il le degré de chaque sommet serait inférieur ou égal a 6, or cette suite
contient 7.

(b) Non. En effet, cette suite contient 7 valeurs, un tel graphe aurait alors 7 sommets dont
deux de degré 6. Chacun de ces deux sommets serait donc reli¢ a tous les sommets (sauf lui-
méme), ainsi tous les sommets seraient de degré supérieur ou égal a 2; or cette suite contient la
valeur 1, on aboutit & une contradiction.

(c) Oui : voir F1G. [LT0l (c).

(d) Oui : voir Fic. [LI0 (d).

(e) Non. Supposons par I'absurde que G est un graphe simple tel que les degrés de G soient
5,4,3,1,1,1,1. Par ’Exercice Ml le nombre d’arétes de G est égal 4 la somme des degrés des
sommets divisée par 2, donc 8. En supprimant les quatre sommets de degré 1 on supprime au

plus quatre arétes. Il reste donc trois sommets et au moins quatre arétes, ce qui est impossible
dans un graphe simple.

(f) Oui : voir Fic. [LI0 (f).

(g) Non, car il y a trois nombres impairs dans cette suite or, par I'Exercice [, dans un graphe
le nombre de sommets de degré impair est pair.

(h) Oui, voir FIG. (h).
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U3 v U1 v7
V4
V1 V2 U3 V4 V2
V3 VU4 Us o
V2
V4 Us Ue VU9 Vg V3 V2 Vs Vg

() (d) (f) (h)

FI1GURE 1.10 — Les graphes simples dont les degrés correspondent aux suites indiquées. [

Exercice 3 Montrer qu’un graphe simple ayant au moins deux sommets contient deur sommets
de méme degré.

Solution Soit G un graphe simple avec n > 2 sommets. Par la Remarque [I] il y a n valeurs
possibles pour le degré d’un sommet de G : 0,1,...,n — 1. Si tous les sommets sont de degrés
différents, alors pour chaque 0 < ¢ < n — 1 on a un sommet v; de degré ¢. Ceci est impossible.
En effet, considérons les sommets vg et v,_1. Puisque 0 # n — 1, ces sommets sont distincts. De
plus : d’une part vgv,_1 ne peut pas étre une aréte car vy n’est relié a4 aucun sommet, et d’autre
part vgv,_1 doit étre une aréte car v,_; est relié a tous les sommets. N

Remarque 4 L’énoncé de ’exercice précédent peut étre exprimé de la maniére suivante : dans
un groupe d’au moins deux individus, il y en a toujours deux qui ont le méme nombre d’amis (en
supposant que l’amitié est une relation symétrique). En effet, la relation d’amitié dans le groupe
peut étre modélisée par un graphe : les sommets sont les individus et deux sommets sont reliés
par une aréte si les deux indiwvidus correspondants sont amis.

Exercice 4 Montrer que la somme des degrés des sommets d’un graphe G = (V, E) est égale a
deuz fois le nombre d’arétes, c’est-a-dire

> dw) =2|E|.

veV

Solution Calculer la somme des degrés des sommets d’un graphe G revient a compter les arétes
incidentes & chaque sommet et puis & ajouter ces nombres. Chaque aréte uv est comptée exacte-
ment deux fois dans la somme : une fois dans d(u) et une autre fois dans d(v). O

Exercice 5 Soit G un graphe. Montrer que le nombre de sommets de G de degré impair est pair.

Solution Soit s1 la somme des degrés des sommets de degré pair et s, la somme des degrés des
sommets de degré impair. Une somme de nombres pairs est paire, donc s; est un nombre pair.
On a s + s9 égal a la somme des degrés des sommets de G, laquelle d’aprés I"Exercice E est
paire. On en déduit que so est un nombre pair. Or une somme de nombres impairs n’est paire
que si le nombre de termes de cette somme est pair. O

Exercice 6 (a) Montrer que le nombre d’arétes d’un graphe complet K, a n > 2 sommets
est égal a —n(nz_l).
(b) Montrer que le nombre de K3 d’un graphe complet K, 4 n > 3 sommets est égal a
n(n—1)(n—2)
—
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Solution (a) Premiére démonstration : Le nombre d’arétes de K, est égal au nombre de sous-
n(n—1)

ensembles & 2 éléments d’un ensemble & n éléments, qui est par définition, C2 = 3

Deuziéeme démonstration : Puisque chacun des n sommets de K, est de degré n — 1, la somme
des degrés des sommets est égale & n(n — 1) et aussi, par I'Exercice @ & deux fois le nombre
d’arétes de K,,.

(b) Le nombre de K3 de K, est égal au nombre de sous-ensembles & 3 éléments d’un ensemble

a n éléments, qui est par définition, C3 = W‘ -

Exercice 7 Combien de graphes simples distincts peut-on définir sur n sommets donnés ¢

Solution Pour construire un graphe G simple sur n sommets donnés, il faut décider pour chaque
paire de sommets u et v si I'on prend ou non 'aréte wv. On a donc deux choix possibles pour
chaque paire, et ces choix sont indépendants. Comme le nombre de paires de sommets est C2,
on peut construire exactement 207 graphes simples différents sur n sommets donnés. n

Exercice 8 Décrire l’ensemble G des graphes G simples sans sommet isolé tels que
les arétes de G sont mutuellement adjacentes. (1.1)

Solution Nous allons montrer qu’'un graphe G est dans G si et seulement si G est soit un K3
soit une étoile. Remarquons que ces graphes appartiennent & G. Il reste & montrer que ce sont les
seuls. Soit G € G. Une aréte étant une étoile, on peut supposer que G posséde deux arétes e et f.
Par (L)), ces arétes ont une extrémité commune, on note e = uv, f = uw. Par (1), pour toute
autre aréte g de GG, comme elle est adjacente mais pas paralléle a e et & f, soit g est incidente a
u et dans ce cas vw ne peut pas exister, soit g = vw. Par hypothése, G est sans sommet isolé et
donc GG est une étoile ou G = K3. O

Exercice 9 Montrer que pour un sous-ensemble X de sommets d’un graphe G on a

=Y d(v) —2|B(GIX])].

veX

Solution Quand on fait la somme des degrés des sommets dans X, chaque aréte de G est comptée
autant de fois qu’elle a d’extrémités dans X. Puisque les arétes de G[X] ont deux extrémités
dans X et que les arétes de 6(X) ont une extrémité dans X, on obtient :

> d(v) = 2| B(G[X])] + [5(X)|-
veX
]

Exercice 10 Soient G un graphe simple contenant au moins une aréte et k > 2 un entier.
Montrer que si pour tout sous-ensemble X de sommets de G, d(X) est un multiple de k, alors

k=2
Solution Soit uv une aréte de G. D’aprés 'Exercice [0

2 = 2|E(G{u, v}])| = d(u) + d(v) — d({u, v}).

Par hypothése d(u),d(v) et d({u,v}) sont multiples de k, donc 2 aussi est multiple de & et alors,
k > 2 implique que k = 2. O
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Ay —— Ay
V-Y
| |
| |
Y
A1 T A4
X V-X

FIGURE 1.11 — Les ensembles A, As, Ag, Ay.

Exercice 11 Soient X et Y deux sous-ensembles de sommets d’un graphe G. Montrer que
dX)+dY)=d(XNY)+dXUY)+2d(X,Y). (1.2)

Solution Soient A; := X NY, Ay :=V(G)\ (XUY), A3:=X\Y, Ay :=Y \ X. Dénotons par
d;j = dj; le nombre d’arétes entre A; et A;. Voir F1G. [L11l
Alors on voit que

d(X) = dig+dis+ds2+ds
dY) = dio+diz+ds +dy3
d(XNY) = dia+diz+du
d(XUY) = dia+dsa+da
2d(X,Y) = dsg+dys
d’ou vient I'égalité (T.2]). 0

Remarque 5 Dans un graphe G ayant n > 2 sommets, ou bien tous les sommets sont deur a
deuz adjacents et alors G est un graphe complet K,,, ou bien il existe deux sommets non-adjacents
et alors G contient une aréte c’est-a-dire un Ks.

Exercice 12 (Théoréme de Ramsey : K3, K3)
(a) Montrer que dans un groupe composé d’au moins 6 individus, ou bien il y a 3 individus
qui se connaissent mutuellement, ou bien il y a 3 individus qui ne se connaissent pas
du tout, ou les deux. (On suppose que si un individu A connait un individu B, alors B
connait A.)
(b) La propriété de (a) reste-t-elle vraie pour un groupe de 5 individus ?

Solution La relation de connaissance dans le groupe peut étre modélisée par un graphe : les
sommets sont les individus et deux sommets sont reliés par une aréte si les deux individus
correspondants se connaissent.

(a) L’énoncé de (a) s’exprime alors de la maniére suivante : Montrer que pour un graphe G
simple ayant n > 6 sommets, au moins I'un des deux graphes G ou G posséde un Ks. Soit v
un sommet quelconque de G. Par la Remarque [B], le nombre d’arétes de G incidentes a v plus le
nombre d’arétes de G incidentes a v est égal A n — 1 > 5. Par conséquent, dans I'un des deux
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graphes G et G, il y a au moins trois arétes incidentes 4 v. Supposons, sans perte de généralité,
que c’est dans G, et soient donc vuy,vug,vus, trois arétes de G. Deux cas sont possibles (F1G.

L12) :
Cas 1 : Ilexiste 1 <7 < j < 3 tels que G contient I'aréte u;u;. Alors le sous-graphe de G induit
par les sommets v, u;, u; est un K3.

Cas 2 : Pour tous 1 < i < j < 3 l'aréte u;u; est contenue dans G. Alors le sous-graphe de G
induit par les sommets uq, uo, ug est un Ks.

v
s G
G
Uy
Uuo ‘uz
Cas 1 Cas 2

FIGURE 1.12 — Les deux cas de la démonstration.

(b) Non. On peut construire un graphe a 5 sommets tel que G et G soient sans K3. Voir

Fic. .13

FIGURE 1.13 — Le graphe C5 et son complémentaire C5 sont sans Ks.

Exercice 13 (Théoréme de Ramsey : K3, Ky)
(a) Soit G un graphe simple ayant n > 10 sommets. Montrer que, ou bien G contient un Ks,
ou bien G contient un Ky, ou les deux.
(b) Méme question pour un graphe simple ayant 9 sommets.
(c) Construire un graphe G a 8 sommets tel que G soit sans K3 et G soit sans K.

Solution (a) Soit v un sommet quelconque de G. Puisque, par la Remarque B, dg(v) + dg(v) =
n—12>9,onadg(v) >4 (CasI) oudg(v) > 6 (Cas II).

Cas I : On considére le sous-graphe G4 de G induit par 4 voisins de v dans G. S’il existe une
aréte uw dans G4, alors les sommets u, w, v induisent un K3 dans G. Sinon, G4 est un K4 dans

G.

Cas II : On considére le sous-graphe Gg de G induit par 6 voisins de v dans G. D’aprés I'Exercice
M2 ou bien Gg (et ainsi G) contient un K3, ou bien Gg contient un K3 dont ’ensemble des
sommets avec le sommet v induisent un Ky de G.

(b) Supposons par I’absurde qu’il existe un graphe G & 9 sommets sans K3 dont le complé-
mentaire G est sans K4. D’aprés la démonstration de (a), pour chaque sommet v de G, dg(v) < 3
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et dz(v) < 5. De plus, par la Remarque B, dg(v) + dg(v) = 8 et donc tout sommet de G doit
étre de degré 3. Puisque le nombre de sommets de G est 9 qui est un nombre impair, d’apreés
I’Exercice Bl ¢’est une contradiction.

(c) Soit G le graphe a 8 sommets représenté sur la F1G. [[ T4 Aucune aréte n’existe entre
deux voisins d’'un méme sommet, donc le graphe G est sans K3. Dans G (le graphe en pointillé
sur la F1G. [[L14), aucun K3 n’existe dans le voisinage d’'un méme sommet, donc le graphe G est
sans Kjy.

F1GURE 1.14 — Un graphe a 8 sommets sans K3 dont le complémentaire en pointillé est sans K]

Exercice 14 (Théoréme de Ramsey : Ky 1, Kj11)
(a) Montrer que sin >k > 1, alors C¥ = C*=1 4 CF_,.
(b) Soit G un graphe simple ayant n > CI?H sommets ot k et | sont des entiers positifs.
Montrer que, ou bien G contient un K1, ou bien G contient un K;,1, ou les deux.

Solution (a) L’ensemble des sous-ensembles a k éléments d’'un ensemble & n éléments est égal a
I'union disjointe de ceux qui contiennent un élément donné et de ceux qui ne le contiennent pas.
Or le cardinal du premier ensemble est égal a Cﬁ:% et le cardinal du deuxiéme ensemble est égal
a CF |, dou I'égalite.

(b) On commence par vérifier que (b) est vrai pour koul égala l. Pour k=1etl>1:G
an > Cllﬂ =141 > 2 sommets, par la Remarque [§ appliquée & G, on obtient (b). Pour k > 1
etl=1:Gan> C,%_H =k +1 > 2 sommets, par la Remarque [l appliquée a G, on obtient (b).

Pour montrer le cas général, on procéde par récurrence sur p = k+ 1. Pour p =2 =1+1,
I’énoncé est déja vérifié. Supposons que 1’énoncé soit vrai pour tous k' et I’ tels que ¥’ + 1’ < p.
Considérons maintenant k et [ tels que k + 1 = p + 1. Par ce qui précéde il suffit de considérer le
cas ou k,l > 2. Soit G un graphe ayant n > C,’j 4; sommets. Pour un sommet quelconque v de G,
par la Remarque [3 et par (a),

da(v) +dg(v) =n—1>Cjiy —1=Ci il + Ol — 1,

on a dg(v) > C;]j;ll,l (Cas I) ou dg(v) > leJrl—l (Cas II).

Cas I : On considére le sous-graphe G de G induit par les voisins de v dans G. Puisque le
graphe G est simple, on a [V(Gn)| = dg(v) > C,]j_:ll_l. Deplus, (k—1)+l=pet k—1>1,
donc par I’hypothése de récurrence : ou bien G contient un Kj dont ’ensemble des sommets
avec le sommet v induisent un Ky de G, ou bien Gy (et ainsi G) contient un Kj, ;.

Cas II : On considére le sous-graphe G5 de G induit par les non-voisins de v dans G. Puisque le
graphe G est simple, on a |V (Gy)| = dg(v) > Clitl—l' De plus, k+(I—1)=pet[—1> 1, donc
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par 'hypothése de récurrence : ou bien Gy (et ainsi G) contient un Ky ou bien G contient
un K; dont 'ensemble des sommets avec le sommet v induisent un K, de G. O

Exercice 15 (Théoréme de Turan, graphe sans K3)
(a) Soit G un graphe simple sans Ks ayant n sommets et m arétes. Montrer que

n2

m< —.
4
2

(b) Pour chaque n pair, donner un graphe simple sans K3 tel que m = .

(Indication : Procéder par récurrence sur le nombre de sommets en supprimant les deux extré-
mités d’'une aréte.)

Solution (a) On procéde par récurrence sur n. Pour n = 1 ou 2, l'inégalité est satisfaite.
On suppose que l'inégalité est satisfaite pour les graphes simples sans K3 ayant moins de n
sommets. Soit G un graphe simple sans K3 ayant n > 3 sommets. Si G ne posséde pas d’aréte
alors I'inégalité est évidemment satisfaite. Soit donc uv une aréte de G et soit G' := G — {u,v}.
On notera n’ et m' le nombre de sommets, respectivement d’arétes, de G’, et m* le nombre
d’arétes de G entre {u,v} et les autres sommets de G. Comme G est simple, on a exactement
une aréte entre u et v et donc
m=m'+m*+ 1.

De méme que G, G’ qui est un sous-graphe de G, est un graphe simple sans K3. Par 'hypothése
de récurrence, on a

n/)2

4

Soit w € V(G) \ {u,v}. Puisque G est simple et sans K3, on a au plus une aréte de G entre
{u,v} et w. Par conséquent, on a

ol <

m* <n'.
Puisque G’ a été obtenu en supprimant deux sommets de G, on a
n=n'+2.
Par les inégalités précédentes on obtient 'inégalité voulue

m = m +m*+1
N2

%-Fn/-i-l

(n')? +4n’ + 4

IN

(b) Soit K 2 n le graphe dont I'ensemble des sommets est partitionné en deux sous-ensembles
A et B de cardinalité § et dont I’ensemble des arétes est constitué de toutes les paires ab avec
a € Aetbe B. Ce graphe simple a n sommets, ne contient pas de K3, et il posséde exactement

2
"T arétes. Le graphe correspondant au cas n = 6 est représenté sur la FiG. [L15
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K33

FIGURE 1.15 — Le graphe K3 3. O

Exercice 16 (Théoréme de Turan, graphe sans Ky)
(a) Soit G un graphe simple sans K4 ayant n sommets et m arétes. Montrer que

n2
m < —.
-3
(b) Pour n = 6, donner un graphe simple sans K4 tel que m = %2

(Indication : Si le graphe est sans K3 alors utiliser I’Exercice [I5] sinon procéder par récurrence
sur le nombre de sommets en supprimant les trois sommets d'un Ks.)

Solution (a) On procéde par récurrence sur n. Pour n < 3, I'inégalité est satisfaite. On suppose
que l'inégalité est satisfaite pour les graphes simples sans Ky ayant moins de n sommets. Soit G
un graphe simple sans K4 ayant n > 4 sommets. Si G est sans K3 alors, par ’Exercice [[3] on a
m < %2 < %2 Soit donc K un K3 de G et soit G' := G — V(K). On notera n’ et m’ le nombre
de sommets, respectivement d’arétes, de G', et m* le nombre d’arétes de G entre V(K) et les
autres sommets de G. Comme G est simple, on a exactement trois arétes dans K et donc

m=m'+m*+ 3.

De méme que G, G’ qui est un sous-graphe de G, est un graphe simple sans K. Par 'hypothése

de récurrence, on a
N2
n
m’ < Q

3
Soit w € V(G) \ V(K). Puisque G est simple et sans K4 et que K est un K3, on a au plus deux
arétes de G entre V(K) et w. Par conséquent, on a

m* < 2n'.
Puisque G’ a été obtenu en supprimant trois sommets de G, on a
n=mn'+3.
Par les inégalités précédentes on obtient 'inégalité voulue
m = m' +m"+3
(n')?

3
(n')? +6n'+9

IN

+2n' +3

(n' + 3)?

3

’I’L2

3



1.2. CHAINES, CYCLES 17

(b) Soit H le graphe obtenu a partir de K en enlevant trois arétes e, e, e3 deux a deux
non-adjacentes. Supposons que H contienne un sous-graphe complet K a quatre sommets. Dans
ce cas, dans le Ky initial, les arétes e, es, e3 sont incidentes aux deux sommets extérieurs a
K ce qui est impossible puisqu’elles sont deux & deux non-adjacentes. De plus, |V(H)| = 6 et
|[E(H)|=15-3=12= %. Le graphe H est représenté sur la FIG.

Ay

FIGURE 1.16 — Le graphe H. O

1.2 Chaines, cycles

Soit G = (V, E) un graphe. Une chaine P de G est une suite alternée de sommets et d’arétes
de G :
P’::voelvlegvg...ekvk,

ouwv; € Vpour0<i<kete =v_1v; € Epourl<i<k. (Fic.[.I7 (a)). On notera V(P)
I’ensemble de ses sommets {vg, v1,...,v} et E(P) l'ensemble de ses arétes {ej,eq,...,ex}. Si
le graphe est simple on pourra utiliser la notation P = wvgv; ...vg. Une suite constituée d’un
sommet est considérée comme une chaine. Une chaine est une chaine simple si ses arétes sont
toutes distinctes (F1G. [LIT7 (b)), et c’est une chaine élémentaire si ses sommets sont tous
distincts (F1G. [[LI7 (c)). Si on veut mentionner explicitement le sommet initial vy et le sommet
terminal vy de P, on dit que P est une (vg, vg)-chaine ou chaine entre vy et vy, ou bien que les
extrémités de P sont vy et vy. Etant donnés deux sommets v;, v; de P, i < j,

U3 Vs U3
(a) (b)
€4 €3 €5 €4 €3
el €g €1
Vo U1 = U4 V2 = Us U6 Vo V1 = V4 V2
()
€1 €9 €3
Vo U1 ()] V3

FIGURE 1.17 — (a) une chaine, (b) une chaine simple, (c) une chaine élémentaire.

Plv;, vj] = viej11vit1€i42 . .. €j_10;
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est appelée sous-chaine de P entre v; et v;. Si P = vpejvieavs . . . exvg et Q = up fru1 faua . .. fiy
sont deux chaines telles que le sommet terminal de P et le sommet initial de () coincident, c’est-
a-dire vy, = up, alors la concaténation de P et @) notée P + Q (F1G. [LI8) dénote la chaine

vpe1v1egvs - . . exVk(= uo) frua fouz . . . fruy.

e
o
o
9

FIGURE 1.18 — La concaténation P + ) = abcdbce des chaines P = abed et (Q = dbce.
Un cycle C est une séquence circulaire alternée de sommets et d’arétes de G :
C = vgejvieavy. .. e

ouk>1,v, eVpour0<it1<k—1,¢,=v;_1v; € FEpourl <i<k—1ete,=uvp_1v9 € F sont
des arétes distinctes (F1G. [[I9] (a)). Autrement dit, un cycle correspond a une chaine simple
dont les extrémités sont confondues et contenant au moins une aréte. On notera V' (C') 'ensemble
de ses sommets et E(C') 'ensemble de ses arétes. Un cycle élémentaire est un cycle dont les
sommets sont distincts (F1G. [T (b)).

(a) - . (b) o

Vo V1 = V4 V2 Vo U1 V2 U3

FIGURE 1.19 — (a) un cycle, (b) un cycle élémentaire.

Remarque 6 Puisqu’un cycle C est une séquence circulaire, n’importe quel sommet v de C et
n’importe quelle aréte e de C' incidente a v peuvent étre choisis comme vy et €1 de la séquence.

Dans la suite on pourra aussi considérer une chaine ou un cycle comme le graphe induit par
ses ensembles de sommets et d’arétes. La longueur d’une chaine ou d’un cycle est le nombre
d’arétes le constituant. Un cycle élémentaire de longueur trois est appelé triangle.

Remarque 7 Dans un graphe a n sommets, une chaine élémentaire est de longueur inférieure
ou égale a n— 1. Par conséquent, la longueur mazximum d’une chaine élémentaire du graphe peut
étre définie.

Exercice 17 Soient u et v deur sommets d’un graphe G. Montrer que les conditions suivantes
sont équivalentes :

(a) Il existe une chaine entre u et v dans G.

(b) Il existe une chaine simple entre u et v dans G.
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(c) Il existe une chaine élémentaire entre u et v dans G.

Solution Il est évident que (c) implique (b) et que (b) implique (a). Il suffit donc de montrer
que (a) implique (c). Par (a), il existe une chaine entre u et v dans G, soit

P = zo(=u)exiears . .. epxp(=v)

une telle chaine de longueur minimum. On va montrer que P est une chaine élémentaire. Rai-
sonnons par l'absurde et supposons qu’il existe un sommet qui apparait plus d’une fois dans la
chaine P, c’est-a-dire qu’il existe deux indices distincts i et j tels que x; = x;. En enlevant de P
la sous-suite z;e;41...2;_1€j entre x; et x; on obtient une chaine entre u et v qui est plus courte
que P ce qui contredit notre hypothése sur P. 0

Remarque 8 Dans la solution de I’Ezxercice I, on montre plus précisément que toute chaine C
contient une sous-chaine qui a les mémes extrémités que C et qui est élémentaire.

Exercice 18 Montrer que tout cycle contient un cycle élémentaire.

Solution Soit C' un cycle quelconque et soit uv une aréte de C. En supprimant 'aréte uv de C' on
obtient une (u,v)-chaine. Par la Remarque 53] cette chaine contient une (u, v)-chaine élémentaire
P. En rajoutant I'aréte uv & P on obtient un cycle élémentaire contenu dans C. 0

Exercice 19 Soient x,y et z trois sommets d’un graphe G. Montrer que s’il existe dans G
une (z,y)-chaine élémentaire et une (y, z)-chaine élémentaire, alors il existe une (x,z)-chaine
élémentaire.

Solution Soit P, (respectivement P,.) une chaine élémentaire d’extrémités x et y (resp. y et
z). La concaténation P, := P, + P,, est une (z, z)-chaine et, d’aprés I'Exercice [T il existe
donc une (z, z)-chaine élémentaire dans G. 0

Exercice 20 Dans un graphe G, soient s et t deur sommets distincts, P une (s,t)-chaine dans
G et X un sous-ensemble de sommets contenant s et pas t. Montrer que la coupe de G définie
par X contient au moins une aréte de P.

Solution On pose P = (s = v1)va...v_1(v; = t). Soit ¢ le plus petit indice tel que v; € V(G)\ X
(cet indice existe car v; € V(G) \ X). Alors, comme v; € X, on a i > 2, d’ot v;—1 € X, et donc
laréte v;_1v; de P appartient a la coupe définie par X (F1G. [L20).

X V(G)\ X

FIGURE 1.20 — Les sommets s et t, une (s,t)-chaine P, un ensemble X contenant s et pas ¢, les
sommets v; et v;_1, et 'aréte v;v;_1.

O
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Exercice 21 Dans un graphe G, soient s et t deux sommets distincts. Montrer qu’il existe une
(s,t)-chaine dans G si et seulement si pour tout sous-ensemble X de sommets contenant s et pas
t, la coupe de G définie par X contient au moins une aréte.

Solution Nous montrons tout d’abord que la condition est nécessaire. Supposons qu’il existe
une (s,t)-chaine P dans G. Par 'Exercice 20 la coupe de G définie par X contient au moins une
aréte de P.

Pour vérifier que la condition est suffisante, supposons que pour tout sous-ensemble X de
sommets contenant s et pas t, la coupe de G définie par X contient au moins une aréte. Soit
S l'ensemble des sommets u de G pour lesquels il existe une (s,u)-chaine P, dans G. Alors
dc(S) = 0, car si uv était une aréte de dg(.9), alors P, 4+ uv serait une (s, v)-chaine, c¢’est-a-dire
que v appartiendrait & S, ce qui contredit la définition de S. Puisque S contient s et dg(S) est
vide, d’aprés la condition, on a que ¢t € S, autrement dit, qu’il existe une (s, ¢)-chaine dans G.[J

ALGORITHME DE MARQUAGE :
EntrEE : Un graphe G et un sommet s de G.
Sortie : L’ensemble S des sommets de G qui sont reliés & s par une chaine de G.

Etape 0 : Initialisation.
S = {s}.
Etape 1 : Marquage.
Tant qu'il existe une aréte uv de G telle que u € S,v ¢ S faire :
S:=SU{v}.
Etape 2 : Fin de lalgorithme.

F1GURE 1.21 — Algorithme de Marquage.

Exercice 22 (Justification de ’algorithme de Marquage (Fic. [[L21]))
Montrer que ’algorithme de Marquage appliqué au sommet s du graphe G
(a) s’arréte,
(b) construit un ensemble S qui est égal a l’ensemble T des sommets de G qui sont reliés a
s par une chaine de G.

Solution Lorsqu’un sommet est mis dans S on dit qu’il est marqué et donc, a chaque étape de
I’algorithme, S représente ’ensemble des sommets marqués.

(a) 11 suffit de montrer que le nombre d’itérations de I’Etape de marquage est fini. A chaque
itération un nouveau sommet est marqué, et cela définitivement, donc le nombre d’itérations est
borné supérieurement par le nombre de sommets de G.

(b) A Tinitialisation, s est marqué, donc quand Dalgorithme s’arréte s € S et dg(S) = 0.
Alors par I’Exercice 21l aucun sommet de T ne se trouve en dehors de S, ainsi T' C S.

Soit S; 'ensemble S & la i-iéme itération de I’Etape 1 pour 1 < i < k, ou k est le nombre
d’itérations de I'Etape 1 (k est fini par (a)). Nous montrons par récurrence sur ¢ que S; C T,
c’est-a-~dire que pour chaque sommet r de S;, G contient une (s, r)-chaine. Pour i = 0, Sp = {s}
et G contient une (s, s)-chaine. Supposons maintenant que pour un i (0 <i < k—1), S; C T.
A la (i + 1)-iéme itération de I’Etape 1, il existe une aréte uv de G telle que u € S;,v ¢ S; et
Si+1 = S; U{v}. Puisque u € S; C T, G contient une (s, u)-chaine P,. Comme P, + uv est une
(s,v)-chaine de G, v € T et ainsi S;11 C 7.

Par conséquent, S = S, C T, et ainsi S =T. 0
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ALGORITHME CHAINE :
EntreE : Un graphe G et deux sommets distincts s et t de G.
Sortie : Une (s,t)-chaine P de G ou un certificat X qu’il n’y en a pas.

Etape 0 : Initialisation.
S :={s}, p(s) :=s.
Etape 1 : Marquage.
Tant que t ¢ S et qu’il existe une aréte uv de G telle que u € S,v ¢ S faire :
S :=SuU{v}, p(v) = u.
Etape 2 : Construction de la chaine.
Sit e S faire :
v:i=t, P:=w,
tant que p(v) # v faire :
u:=p), e:=wuv, P:=ueP, v:=u,
STOP.
Etape 3 : Construction du certificat.
X := 5, STOP.

F1GURE 1.22 — Algorithme Chaine.

Exercice 23 (Justification de 1’algorithme Chaine (F1G. [L22])) Montrer que l’algorithme
Chaine, appliqué auz sommets s et t du graphe G, se termine avec une (s,t)-chaine de G ou avec
un certificat de linexistence d’une (s,t)-chaine dans G.

Solution A chaque itération de 'Etape 1, un nouveau sommet est marqué (mis dans S). Par
conséquent, le nombre d’itérations de I'Etape 1 est fini et on peut considérer I'ordre dans lequel
les sommets ont été marqués. Notons que pour tout sommet v € S, p(v) est le sommet par lequel
v a été marqué, donc p(v) se trouve avant v dans l'ordre. Si ¢ est marqué alors I'Etape 2 permet
de reconstituer la suite de marquages qui ont entrainé le marquage de t a partir de celui de s.
Si 'algorithme s’arréte a 'Etape 2, alors S construit a ’'Etape 1 est tel que ¢ ¢ S et donc
dc(S) = 0. Puisque s € S (A 'Etape 0, s est mis dans S et au cours de I’algorithme aucun sommet
n’est 6té de S), par 'Exercice 2], 'ensemble X = S certifie qu’il n’existe pas de (s,t)-chaine
dans G. 0

Exercice 24 Montrer qu’un graphe sans boucle G posséde un cycle si et seulement si il existe
dans G deuzx sommets distincts reliés par deuz chaines élémentaires distinctes.

Solution Montrons tout d’abord que la condition est nécessaire. Soit C un cycle dans G. Par
I’Exercice I8, C' contient un cycle élémentaire C”. Soit zy une aréte quelconque de C’. Puisque
G est sans boucle, les sommets x et y sont distincts. Ils sont reliés par deux chaines élémentaires
distinctes, a savoir zy et C' — zy.

Pour vérifier que la condition est suffisante, supposons qu’il existe dans G deux sommets
distincts reliés par deux chaines élémentaires distinctes. Choisissons ces sommets et ces chaines
Py = vivg..vp et Py = wjug..uy (v1 = ug,vp = u;) de telle facon que k + [ soit minimum.
Supposons qu’il existe 1 <i < ket 1 < j <[ tels que v; = u;. Soient

Pll = P1 [1)1,’[)2‘], PQI = Pg[ul,u]‘], Pll/ = Pl[vi,vk], PQH = Pg[u]‘,ul].

Alors vy et v; sont reliés par les chaines élémentaires P et Py, et v; et vy sont reliés par les
chaines élémentaires Py’ et Py. Puisque P| et P}, ou bien P/ et Py, sont distinctes (sinon P; et
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P, seraient égales), on obtient une contradiction au fait que k1 est minimum. Donc les sommets
intérieurs de P et P» sont tous distincts, et la concaténation de P; et de P, prise a rebours est
un cycle élémentaire. ]

Exercice 25 Soit G un graphe simple. Montrer que :
(a) si P =wvj...u; est une plus longue chaine élémentaire dans G, alors tous les voisins de vq
sont dans {va, ..., v},
(b) si tous les degrés des sommets de G sont supérieurs ou égauz o deux, alors G posséde un
cycle élémentaire,
(c) si tous les degrés des sommets de G sont supérieurs ou égaux G k > 2, alors G posséde
un cycle élémentaire dont la longueur est supérieure ou égale a k + 1.

Solution (a) Supposons que v; posséde un voisin u ¢ {ve,...,v;}. Dans ce cas uv; + P serait
une chaine élémentaire plus longue que P, ceci est une contradiction (F1a. [[.23]).

uvy + P
U U1 V2 Uy
P

FIGURE 1.23 — Le cas ou vy posséde un voisin u n’appartenant pas a P.

(b) Soit P :=vjvy...v; une plus longue chaine élémentaire de G. Par hypothése, d(vy) > 2,
donc il existe une aréte viu incidente a vy et différente de vive. Grace a I'Exercice 25](a), on sait
que u € {vs3, ..., }. Donc C = Plvy,u] + uv; est un cycle élémentaire (Fia. [[L24]).

(%] (%) P u (i
FIGURE 1.24 — La chaine élémentaire P et le cycle élémentaire C.

(c) Soit P := wyve...v; une plus longue chaine élémentaire de G. Soit j l'indice maximum
d’un sommet de P voisin de vy. On sait, d’aprés ’'Exercice 25l(a), que tous les voisins de vy se
trouvent dans {vs, ...,v;}. Le graphe étant simple, on en conclut que

v, st} = d(vr) =

et donc j > k+ 1. Par conséquent, Plvy, v;]+vjv; est un cycle élémentaire de longueur au moins
kE+1. 0

Exercice 26 Soit G un graphe simple tel que tous ses sommets sont de degré supérieur ou égal
a trois. Montrer que G posseéde :
(a) un cycle élémentaire et une aréte reliant deuxr sommets non consécutifs de ce cycle,
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(b) deuxr sommets u et v reliés par trois chaines sans sommet commun en dehors de leurs
extrémités.
(c) un cycle élémentaire de longueur paire,

Solution (a) Soit P := wvivy...v; une plus longue chaine élémentaire de G. Alors, d’aprés
I’Exercice 25l(a), tous les voisins de vy se trouvent dans {vg,...,v;}. Par hypothése, d(v;) > 3
et G est simple; soient donc v; et v;,2 < i < j < [, deux voisins de v; distincts. Le cycle
C := Plv1,vj] + vjv; est un cycle élémentaire et viv; est une aréte reliant deux sommets non
consécutifs de C' (F1a. [[25).

C

(3 () U Uy U
FIGURE 1.25 — La construction du cycle.
(b) D’apres 'Exercice 26((a), il existe dans G un cycle élémentaire C' et une aréte uov reliant

deux sommets non consécutifs de C. Les sommets u et v divisent C en deux chaines élémentaires
Py et P; telles que C' = P+ Po. Alors Py, P et uv sont les trois chaines recherchées (Fia. [[L20]).

U P v
FIGURE 1.26 — Les trois (u, v)-chaines.

(c) D’apres I'Exercice 20[(b), il existe dans G deux sommets u et v reliés par trois chaines
Py, Py, P3 sans sommet commun en dehors de leurs extrémités. Au moins deux parmi ces trois
chaines ont des longueurs de méme parité, leur concaténation est un cycle élémentaire de longueur

paire (F1a. [L27).

FIGURE 1.27 — Dans cet exemple P; + P, est un cycle élémentaire de longueur paire.
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1.3 Connexité

Un graphe G est connexe si, pour chaque paire de sommets de G, il existe une chaine qui
connecte ces sommets.

Remarque 9 Par I’Ezercice I, un graphe G est connexe si et seulement si, pour chaque paire
de sommets de G, il existe une chaine élémentaire qui connecte ces sommets.

Remarque 10 Le graphe obtenu a partir d’un graphe connexe en rajoutant une aréte est connezxe.

Dans un graphe G, un sous-graphe connexe et maximal pour cette propriété est appelé
composante connexe de G (FiG. [L2]). Donc, un graphe est connexe si et seulement si il
posséde exactement une composante connexe.

G Gs Gs

FIGURE 1.28 — Un graphe G ayant trois composantes connexes Gy, Ga, Gg.

Exercice 27 Etant donné un graphe G, on définit la relation suivante sur les sommets : & ~q y
s’il existe une chaine entre x et y dans G. Montrer que
(a) ~¢g est une relation d’équivalence,
(b) les composantes connexes de G sont les sous-graphes induits par les classes d’équivalence
de la relation ~¢.

Solution (a) Par définition ~¢ est une relation réflexive et symétrique. La transitivité de ~g
vient du fait que si P, et P,, sont des chaines respectivement entre = et y et entre y et z alors
la concaténation P, + P,. de ces deux chaines est une chaine entre z et z.

(b) Nous devons démontrer que deux sommets = et y sont dans une méme composante
connexe G; de G si et seulement si x ~¢ y. Par définition, si z,y € V(G;) alors x ~¢ y.
Réciproquement, si © ~¢g y alors il existe dans G une chaine P entre x et y. Le sous-graphe
de G induit par les sommets de P est connexe (P connecte entre eux tous les sommets de ce
sous-graphe), il est donc inclus dans une composante connexe de G qui contient x et y. 0

Remarque 11 Par [’Exercice [27, on a que les composantes connexes de G partitionnent [’en-
semble des sommets de G et qu’il n’y a pas d’aréte entre elles.

Remarque 12 Quand on rajoute une aréte e a un graphe G, deux cas peuvent se produire :

- st les extrémités de e sont dans la méme composante connexe de G, alors la partition des
sommets induite par les composantes connexes reste identique et e appartient a un cycle,

- si les extrémités de e sont dans des composantes connexes distinctes de G, alors la nouvelle
partition s’obtient & partir de l'ancienne en remplacant les ensembles contenant les extrémités de
e par leur réunion et e n’appartient o aucun cycle.
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Exercice 28 (Caractérisation des graphes connexes) Montrer qu’un graphe G est conneze
si et seulement si

d(X)>1 pour tout X C V(G), X # 0. (1.3)

Solution Supposons d’abord que G est connexe et que X C V(G), X # 0. Soient = € X et
y € V(G)\ X. Puisque G est connexe, il contient une (x,y)-chaine P. Par I’Exercice 20, la coupe
définie par X contient au moins une aréte de P, c’est-a-dire d(X) > 1.

Pour montrer que la condition (L3) est suffisante supposons qu’elle soit satisfaite. Soit G
une composante connexe de G. Alors, pour X = V(G1) on a X # () et, par la Remarque [}
d(X) =0, donc, par (L3), X = V(G), c’est-a-dire que G est connexe. O]

Exercice 29 Montrer qu’un graphe connexe G sans chaine élémentaire de longueur 2 a au plus
deux sommets.

Solution On suppose par I’absurde que G ait au moins trois sommets. Soit © un sommet de G.
Par I'Exercice 28 appliqué a {u}, il existe une aréte uv incidente a u. Le méme exercice appliqué
a {u,v}, implique qu'’il existe une autre aréte zw telle que z € {u,v} et w ¢ {u,v}. Sans perte
de généralité, on peut supposer que z = v. Par conséquent, G contient la chaine élémentaire uvw
de longueur 2, ce qui contredit I’hypothése sur G. 0

Exercice 30 Soit G un graphe simple & n sommets tel que chaque sommet est de degré supérieur
ou égal a |5 ]. Montrer que G est conneze.

Solution Supposons par ’absurde que G posséde plus qu'une composante connexe. Dans ce cas,
puisque G contient n sommets, au moins une composante connexe de G contient un nombre de
sommets inférieur ou égal a | % |. Soit G’ une telle composante connexe de G et n’ le nombre de
sommets de G’. Par les Remarques [l et [I, pour chaque sommet v de G’ on a

da(v) = des(v) <n' =1 <[] -1,

ce qui contredit ’hypothese dg(v) > |5 ]. O

Exercice 31 Soient C' un cycle d’un graphe connexe G et e une aréte de C. Montrer que G — e
est connezxe.

Solution Pour chaque paire de sommets x et y de G, il existe une chaine P reliant x et y car
G est connexe. Si e ¢ E(P), alors P est une (z,y)-chaine dans G — e. Si e € E(P) alors en
remplacant dans P l’aréte e par la chaine C' — e on obtient une (z, y)-chaine P’ dans G — e (F1aG.
[L29). Donc G — e est connexe. O

Exercice 32 Montrer qu’au moins l'un des deux graphes G ou G est conneze.

Solution II suffit de montrer que si G n’est pas connexe alors G est connexe. Supposons donc
que GG n’est pas connexe. Soient u et v deux sommets arbitraires.

Si u et v sont dans des composantes connexes de G distinctes alors, dans G, ils sont reliés
par une aréte et donc par une chaine.

Si u et v sont dans la méme composante connexe de G, puisque G n’est pas connexe, il existe
un sommet w qui appartient a une autre composante connexe de G. Alors, dans G, les sommets
u et v sont reliés par la chaine uvw + wv (F1a. [L30). 0
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e

G G

FIGURE 1.30 — Les paires {uj,v1} et {ug, vy} illustrent les deux cas de la démonstration.

Etant donné un graphe H, un graphe sans H induit est un graphe dont aucun sous-graphe
n’est isomorphe & H. On appelle Py le graphe a 4 sommets induit par une chaine sans corde de
longueur 3. On remarque que P, est isomorphe & Pj.

Exercice 33 Montrer que si un graphe G est sans Py induit et a au moins deur sommets, alors
au moins l'un des graphes G et G n’est pas conneze.

Solution On procéde par récurrence sur le nombre de sommets de G. Pour un graphe & deux
sommets la propriété est vérifiée. On suppose maintenant que la propriété est vérifiée par tous les
graphes ayant au moins n sommets, n > 2, et on considére un graphe G ayant n+1 > 3 sommets.
On va montrer que si G et G sont connexes, alors G contient un sous-graphe isomorphe a Py,
prouvant ainsi la propriété. Pour un sommet v de G, G — v a au moins 2 sommets et est sans P
induit. Par I’hypothése de récurrence, 'un des deux graphes G — v et G — v n’est pas connexe.
On peut supposer que c’est G — v, sinon on peut faire le méme raisonnement que ci-dessous a
partir de G. Puisque G est connexe, par 'Exercice 8] il existe au moins une aréte incidente a v
dans G, et donc dans G il existe un sommet w qui n’est pas adjacent a v. Soit C' la composante
connexe de G — v qui contient w et C’ une autre composante connexe de G — v. Comme G est
connexe, il existe u dans C et v/ dans C’, deux voisins de v dans G. Puisque u et w sont dans
la méme composante connexe C' de G — v, il existe une chaine (v = uj)usg... (ur = w) dans C.
Soit u;, le sommet de plus petit indice de cette chaine, qui est non-voisin de v dans G. Comme
ur = w est un non-voisin de v dans G et u; = w est un voisin de v dans G, l'indice j existe
et uj_1 est un voisin de v dans G. Par conséquent, le sous-graphe de G induit par les sommets
u',v,uj_1 et uj est un Py : ainsi la propriété est démontrée (F1a. [L3]).

Exercice 34 Soit G un graphe connezxe. Soient X et'Y deux sous-ensembles de sommets de G
qui sont disjoints. Montrer qu’il existe une chaine élémentaire ayant une extrémité dans X et
Uautre dans Y telle que tous les sommets intermédiaires sont en dehors de X etY.

Solution Puisque G est connexe, étant donnés un sommet de X et un sommet de Y, il existe
une chaine reliant ces sommets. On peut donc considérer parmi les chaines ayant une extrémité
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FIGURE 1.31 — Le sous-graphe de G induit par les sommets «’, v, u;—1 et u; est un Py. [

dans X et l'autre dans Y, une chaine P de longueur minimum. Il s’en suit, par la Remarque
B3l que P est élémentaire. Supposons par I’absurde qu’un sommet intermédiaire de P soit dans
X UY. Alors ce sommet divise P en deux sous-chaines, une d’entre elles, P’ sur la Fi1G. [[L32] a
une extrémité dans X et I'autre dans Y, ce qui est une contradiction a I’hypothése sur P.

FIGURE 1.32 — La chaine P en gras et la sous-chaine P’ en pointillé.

Une autre preuve peut étre obtenue en adaptant de la fagon suivante la démonstration de
I’Exercice

Soient x € X et y € Y. Puisque G est connexe, par la Remarque [d il existe une (z,y)-chaine
élémentaire (x = v1)vy ... v—1(v; = y). Soit i le plus petit indice tel que v; € Y (cet indice existe
car vy € Y'). Soit j le plus grand indice inférieur a ¢ tel que v; € X (cet indice existe car v; € X et
v; € Y'). Par définition de v; et vj, la sous-chaine v;v;11 ... v; vérifie les conditions de ’exercicg]

Exercice 35 Soit G un graphe connexe. Montrer que deux chaines élémentaires de G de longueur
mazimum ont un sommet en commun.

Solution Par la Remarque 52l on peut définir la longueur I d’une plus longue chaine élémentaire
de G. Supposons par I’absurde que G contienne deux chaines élémentaires P; et P, de longueur
[ sans sommet commun. D’aprés 'Exercice B4l avec X = V(P;) et Y = V(FP,), il existe une
(v1,v9)-chaine @ telle que v; € V(Py),vy € V(P,) et aucun sommet intermédiaire n’est dans P
ou P». Remarquons que |E(Q)| > 1. Pour ¢ = 1,2, le sommet v; divise P; en deux sous-chaines
P! et P!, on peut supposer sans perte de généralité que la longueur de P/ est supérieure ou égale
al/2. Alors R := P] + Q + P} est une chaine élémentaire (F1G. [[.33) telle que

|E(R)| = |E(P)| + |E(@Q)| +|E(P)| = 1/2+ 1 +1/2 > 1,

ce qui contredit la définition de .
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FIGURE 1.33 — Les chaines P, P»,Q et R. O

1.4 Graphes hamiltoniens

Un graphe G & n sommets est un graphe hamiltonien s’il posséde un cycle élémentaire de
longueur n (c’est-a-dire contenant chacun des sommets de G exactement une fois). Un tel cycle est
appelé cycle hamiltonien. Notons que 'existence d’un cycle qui contient tous les sommets d’un
graphe n’implique pas que ce graphe soit hamiltonien (voir F1G.[[.J9(a)). Une chaine élémentaire
qui contient tous les sommets d’un graphe est appelée chaine hamiltonienne. Nous soulignons
que décider si un graphe est hamiltonien est un probléme difficile (N P-complet) [?].

Exercice 36 (a) Sur un échiquier 8 x 8 (F1G. [L34))(a), un cavalier posé sur la case en bas a
gauche, peut-il se déplacer de telle sorte qu’il revienne a la case de départ aprés avoir exploré
chacune des cases une fois et une seule fois ?

(b)

FIGURE 1.34 — (a) L’échiquier 8 x 8, (b) I’échiquier 9 x 9.
(b) Méme question pour un échiquier 9 x 9 (F1G. [L34)(b).

Solution Le probléme du cavalier peut étre exprimé comme un probléme de théorie des graphes.
A Téchiquier k x k on associe le graphe Gk suivant : les sommets sont les cases et deux sommets
sont reliés par une aréte si les deux cases correspondantes sont disposées de maniére & ce qu’un
mouvement du cavalier permette de passer de I'une a I'autre. La question est : ce graphe posséde-
t-il un cycle hamiltonien ?

(a) La réponse est oui. Sur la F1G.[L35 on a représenté le graphe Ggyg et un cycle hamiltonien
en gras.
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FIGURE 1.35 — (a) Le graphe Gsxs, (b) un cycle hamiltonien de Ggxg en gras.

(b) La réponse est non. En effet, si on attribue a chaque sommet du graphe Ggyg la couleur
de sa case, on remarque que les extrémités de chaque aréte sont de couleurs différentes (& chaque
mouvement le cavalier passe sur une case de couleur différente). Par conséquent, chaque cycle de
Gyxg contient le méme nombre de sommets de chacune des couleurs. Puisque le nombre de cases
et donc de sommets est égal & 81 qui est impair, Ggxg ne contient pas de cycle hamiltonien. [

Remarque 13 [ existe plusieurs cycles hamiltoniens différents dans Ggxsg.

Exercice 37 Soient G un graphe connexe et C un cycle élémentaire de G de longueur k. Montrer
que si G ne contient pas de chaine élémentaire de longueur supérieure & k — 1 alors C' est un
cycle hamiltonien de G.

Solution Supposons par I’absurde que C' ne contienne pas tous les sommets de G. Le graphe G
est connexe, donc, par I'Exercice 2§ il existe une aréte uv de G telle que u € V(C) et v ¢ V(C).
Soit e une aréte de C incidente a u. La chaine P := (C — e) + uv (F1G. [[30) est élémentaire et
de longueur

[E(P)| = [E(C —e)|+1=F,

ce qui est une contradiction.

FIGURE 1.36 — La chaine P de longueur k.
O

Exercice 38 Soit X un sous-ensemble non-vide de sommets d’un graphe G. Montrer que si
G — X possede plus que | X| composantes connexes, alors G n’est pas hamiltonien.
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Solution Nous allons montrer que si G posséde un cycle hamiltonien C, alors le graphe C' — X
a au plus | X| composantes connexes. Alors, puisque C' est un graphe partiel de G, G — X aura
lui aussi au plus | X | composantes connexes, ce qui montre la contraposée de ’exercice.

Puisque X # (), les composantes connexes de C' — X sont des chaines. En parcourant C' a
partir d’'un sommet quelconque de X, le dernier sommet de chacune de ces chaines est suivi
par un sommet de X (F1G.[[37). Comme chaque sommet est parcouru exactement une fois, le
nombre de sommets de X est supérieur ou égal au nombre de chaines qui est par définition, égal
au nombre de composantes connexes de C' — X. (On remarque qu'un sommet de X n’est pas
forcément précédé par un sommet hors de X, et ainsi le nombre de composantes connexes de
C' — X peut étre strictement inférieur a | X]|.)

N\

F1GURE 1.37 — Le cycle C, 'ensemble X de sommets représentés par les gros sommets noirs, et
les composantes connexes de C' — X en grisé.

O

On appelle cube de dimension d pour d > 1, le graphe dont I’ensemble des sommets est égal

a l'ensemble des d-uplets a valeur 0 — 1 et deux sommets sont reliés par une aréte s’ils différent

en exactement une composante. La F1G. [[38] (a) — (d) représente les cubes de dimension 1,2, 3

et 4.
(a) (b) (c)

FIGURE 1.38 — (a) Le cube de dimension 1, (b) le cube de dimension 2, (c) le cube de dimension
3, (d) le cube de dimension 4.

(d)

Exercice 39 Montrer que le cube de dimension d > 2 contient un cycle hamiltonien.

Solution On raisonne par récurrence sur la dimension d du cube. Pour d = 2, le cube de
dimension 2 est un cycle de longueur 4 qui est lui-méme un cycle hamiltonien. Supposons que la
propriété est vérifiée pour d > 2.

Soit G le cube de dimension d+ 1. Soit Vj (respectivement V;) 'ensemble des sommets de G
dont la derniére composante est égale a 0 (respectivement a 1). Les sous-graphes G := G[V}] et
G = G[V1] (F1G.[L39%a)) sont isomorphes au cube de dimension d. (Les bijections sont définies
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par la suppression de la derniére composante.) Les arétes de G entre Vj et V; relient les sommets
correspondant au méme sommet du cube de dimension d. En vertu de ’hypothése de récurrence
le cube de dimension d contient un cycle hamiltonien C'. Soient Cy et C les cycles hamiltoniens
de Gy et Gp correspondant a C' (F1G. [L3%(b)). On choisit une aréte quelconque wv de C. A
cette aréte correspondent les arétes ugvy de Cy et ujv; et de Cp (F1G. [L39(b)). Par définition,
les arétes ugu; et vgv; existent dans GG. En enlevant 'aréte ugvg & Cy on obtient une chaine
hamiltonienne de Gy d’extrémités ugy et vg. De méme, en enlevant ’aréte uiv; & Cp on obtient
une chaine hamiltonienne de G d’extrémités u; et v1. En rajoutant les arétes uguy et vgvy a ces
deux chaines hamiltoniennes on obtient un cycle hamiltonien C* de G (F1a. [L39(c)).

= S /744 (l

0 w1

/ | = | / |
G (a) @ G T

FIGURE 1.39 — Le cas du cube de dimension 4 : (a) Les graphes Gg et G, (b) les cycles hamil-
toniens Cy de Gy et C7 de Gy, (c) le cycle hamiltonien C* de G.

0

Exercice 40 (a) Un cube de fromage est constitué de 23 petits cubes de méme taille (FIG.
[L40(a)). Une souris a l'intention de manger ces 8 petits cubes les uns aprés les autres, en
passant d’un petit cube & un autre situé a coté c’est-a-dire ayant une face en commun avec lui.
La souris aimerait commencer son repas avec un petit cube au coin du fromage et le finir avec
un petit cube & coté du premier. La souris, peut-elle exécuter son plan ?

(a) (b)

FIGURE 1.40 — (a) Le cube de fromage constitué¢ de 2% petits cubes, (b) le cube de fromage
constitué de 33 petits cubes.

(b) Méme question pour un cube de fromage constitué de 27 = 33 petits cubes (F1G. [LA0Y(D)).

Solution Le probléme de la souris peut étre exprimé comme un probléme de théorie des graphes.
Au cube de fromage on associe le graphe G suivant : les sommets sont les petits cubes et deux
sommets sont reliés par une aréte si les deux petits cubes correspondants sont & c6té I'un de
I’autre. La question est : ce graphe posséde-il un cycle hamiltonien ? En effet, deux petits cubes
qui peuvent étre mangés 'un aprés l'autre correspondent & une aréte du graphe, on cherche
donc une chaine. De plus, tous les petits cubes doivent étre mangés, cette chaine doit donc étre
hamiltonienne. Enfin, le dernier petit cube doit partager une face avec le premier, par conséquent,
la chaine doit se refermer et ainsi former un cycle hamiltonien.
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(a) La réponse est oui. Sur la F1G. [[4Ia) on a représenté le graphe G associé au cube de
fromage constitué de 23 petits cubes et un cycle hamiltonien en gras.

A

/
(a) (b)

FIGURE 1.41 — (a) Le graphe G associé¢ au cube de fromage constitué de 23 petits cubes et un
cycle hamiltonien indiqué en gras, (b) le graphe G associé au cube de fromage constitué de 33
petits cubes avec une coloration des sommets en blanc et noir.

(b) La réponse est non. Sur la Fi1G. [[4I(b) on a représenté le graphe G et une coloration
des sommets en blanc et noir. Soit X l’ensemble des 13 sommets blancs. Puisqu’il n’existe pas
d’aréte entre les 14 sommets noirs, G — X a 14 composantes connexes. D’aprés ’Exercice B8, G
n’est pas hamiltonien. n

Exercice 41 (Théoréme de Dirac) Soit G un graphe simple & n > 3 sommets tel que chaque
sommet est de degré supérieur ou égal @ n/2. Montrer que G est hamiltonien.

Solution Soit P = vyvsy ... v une chaine élémentaire de G de longueur maximum. Soient N et

L 'ensemble des voisins respectivement de v et de vg. Puisque G est simple et par ’hypothése

sur les degrés des sommets de G, on a [N| = d(vy) > § et |L| = d(vx) > 5. Par 'Exercice

25 N C {vg,...,vx}. Soit N~ = {v; : viy1 € N}. On a [N7| = |N| et vy ¢ N~. Puisque
INTUL| < |[V\{w} <n—1et [NT[,|L| > 5, ona N" NL#0; soit donc v; € N~ N L.
Alors la concaténation de Plv;ivg], de 'aréte viv;, de Plviv;] prise a rebours et de 'aréte vyv;41
constitue un cycle C' de longueur k. Or, par ’Exercice B0, le graphe G est connexe et donc par

I'Exercice BT, C' est un cycle hamiltonien de G (F1G. [[L42)).

°©N
OnN-—
P
v V2 Vi V41 UV
FIGURE 1.42 — Démonstration du Théoréme de Dirac. N

1.5 Graphes eulériens

Etant donné un graphe G, un cycle C' de G est dit cycle eulérien de G si C contient
toutes les arétes de G ; similairement, une chaine simple P de G est dite chaine eulérienne si
P contient toutes les arétes de GG. Un graphe G est dit graphe eulérien s’il posséde un cycle
eulérien.

Exercice 42 Pour chaque graphe de la F1G. [[.43] est-il possible, sans lever le crayon, de tracer
chaque aréte exactement une fois ¢ Justifier les réponses.
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Gy Ga G3
FIGURE 1.43 — Les graphes de ’Exercice

Solution Remarquons que, pour un graphe G, il est possible, sans lever le crayon, de tracer
chaque aréte exactement une fois si et seulement si G posséde une chaine eulérienne ou un cycle
eulérien.

La numérotation des arétes de G indiquée sur la F1G.[[L44 correspond & une chaine eulérienne
de G1, et la réponse pour G est donc affirmative.

Pour le graphe G5 la réponse est non. En effet, supposons qu’il y ait une solution pour Gs.
Chaque sommet qui n’est ni le premier ni le dernier sommet visité lors du tragage des arétes est de
degré pair, puisque les arétes qui lui sont incidentes sont partitionnées en k paires correspondant
aux k passages du crayon par ce sommet. Par conséquent, G devrait contenir au plus deux
sommets de degré impair. Or, les trois sommets de Go indiqués sur la Fi1G. [[44] sont de degré
impair.

La numeérotation des arétes de Gg indiquée sur la F1G. [.44] correspond & un cycle eulérien
de Gs, et la réponse pour G3 est donc affirmative.

4 3 4 3
7
5 6 3 2
1
Gl GZ
FIGURE 1.44 — Justification des réponses a I’Exercice O

Exercice 43 Montrer que pour un graphe G les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) 1l existe une partition des arétes de G en cycles élémentaires.
(b) Il existe une partition des arétes de G en cycles.
(c) Tous les sommets de G ont un degré pair.

Solution (a) = (b) : C’est évident.

(b) = (c) : Soient C1,...,Cy, des cycles de G tels que chaque aréte de G appartient
a un et un seul de ces cycles. Soit v un sommet quelconque de G. Pour chaque cycle Cj, en
le parcourant, a toute aréte précédant v correspond une aréte succédant & v. Donc le nombre
d’arétes incidentes a v contenues dans C; est égal a deux fois le nombre d’occurrences du sommet
v dans Cj, ¢’est-a-dire d¢, (v) est pair. De plus, chaque aréte incidente & v appartient a un unique
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C; (1 <i<k),doncdg(v) = 2?21 dc; (v). Le fait qu’une somme de nombres pairs est un nombre
pair permet de conclure que le degré de v est pair.

(c) = (a) : Montrons, par récurrence sur m = |E(G)|, que (c) implique (a). Si m = 0, alors
il n’y a rien a prouver. Supposons donc que (c¢) implique (a) pour les graphes dont le nombre
d’arétes est strictement plus petit que m (m > 1). Soit G un graphe satisfaisant (c¢) possédant
m arétes.

Montrons d’abord que G contient un cycle élémentaire. Puisque ’ensemble des arétes de G
n’est pas vide, il existe G, une composante connexe de G, qui contient au moins une aréte. Alors
les degrés des sommets de GG7 sont les mémes dans GG1 et dans G et chaque sommet de G7 est
incident & au moins une aréte. Par conséquent, G lui aussi, satisfait (c). Pour tout v € V(G),
dg,(v) > 1 et est pair donc dg, (v) > 2. D’aprés I'Exercice 25(b), G, et donc G, contient un
cycle élémentaire C.

Soit G’ le graphe obtenu a partir de G en supprimant les arétes de C. On a |E(G’)| < m.
Pour chaque sommet v de G, si v € V(C) alors on a supprimé deux arétes incidentes a v et
sinon on n’a supprimé aucune aréte incidente a v. Donc G, comme G, satisfait (¢). En vertu de

I’hypothese de récurrence, il existe un ensemble de cycles élémentaires C1, ..., C qui partitionnent
E(G") = E(G) \ E(C). Donc E(G) est I'union disjointe des cycles élémentaires Cq,Cy, ..., Cy et
C. O

Exercice 44 Montrer que dans un graphe G, toutes les coupes sont de cardinal pair si et seule-
ment st tous les sommets sont de degré pair.

Solution Si chacune des coupes est de cardinal pair, alors en particulier, chaque sommet est de
degré pair. Pour démontrer 'implication réciproque, on suppose que tous les sommets sont de
degré pair et on considére un sous-ensemble S de sommets. Alors, par I’Exercice [

0(5)|= Z@— 2|E(G[S])];

veS pair pair

et donc le cardinal de la coupe engendrée par S est pair. 0

Exercice 45 Montrer que dans un graphe G, un cycle et une coupe quelconques ont un nombre
pair d’arétes en commun.

Solution Dans G, soit C ’ensemble des arétes d’un cycle et soit d¢(.S) une coupe. Dans le graphe
partiel G(C), par 'Exercice 3] tous les sommets sont de degré pair et donc par I’Exercice [44]
dc(c)(S) est de cardinal pair. Or d¢(c)(S) coincide avec I'intersection de C et dg (). O

Exercice 46 Montrer qu’un graphe G sans sommet isolé est eulérien si et seulement si il est
connexe et tous ses sommets sont de degré pair.

Solution Montrons tout d’abord que la condition est nécessaire. Supposons donc que G posséde
un cycle eulérien C. Puisque G n’a pas de sommet isolé, tous ses sommets appartiennent a C.
Pour n’importe quel couple u, v, en parcourant le cycle C, on a une (u,v)-chaine (en fait on en
a deux), donc le graphe est connexe. Par la définition d’un cycle eulérien et par 1'Exercice 43]
tous les sommets de G sont de degré pair.

Pour vérifier que la condition est suffisante, supposons que G est un graphe connexe dont tous

les sommets sont de degré pair. D’aprés 'Exercice 3] il existe une partition des arétes de G en
cycles. Soit C une telle partition en un nombre minimum de cycles. Puisque G est sans sommet
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isolé, G contient au moins une aréte et ainsi C contient au moins un cycle. Il faut montrer que C
contient exactement un cycle.

Supposons qu’il existe un sommet v appartenant & deux cycles distincts C et Cy de C. En
remplacant une occurrence quelconque de v dans C; par Cs on obtient un nouveau cycle C' tel
que E(C) = E(Cy) U E(C3). L’ensemble de cycles C' = (C \ {C1,Cs2}) U C est une partition des
arétes de G telle que |C'| < |C], ce qui contredit notre hypothése sur C.

Par conséquent, les cycles dans C sont sommet-disjoints. Puisque, de plus, ces cycles contiennent
toutes les arétes de G, les arétes incidentes & un sommet appartiennent toutes & un méme cycle de
C et donc toutes celles d’'une composante connexe également. Ceci implique que les composantes
connexes de G et les cycles de C coincident. Mais GG est connexe, donc C contient un seul cycle)

Remarque 14 L’existence d’un cycle eulérien dans un graphe n’est pas affectée par l'ajout ou
la suppression de sommets isolés. Par conséquent, I’Exercice [{0] est équivalent a : un graphe G
contenant au moins une aréte est eulérien si et seulement si toutes les arétes de G sont dans la
méme composante connexe de G et tous les sommets de G sont de degré pair.

Exercice 47 Montrer qu’un graphe G contient une chaine eulérienne d’extrémités distinctes u
et v si et seulement si toutes les arétes de G sont dans la méme composante connexe de G et u
et v sont les seuls sommets de G de degré impair.

Solution Soient G un graphe, u et v deux sommets distincts de G. On remarque d’'une part
que GG contient une chaine eulérienne d’extrémités distinctes u et v si et seulement si G + uw
contient un cycle eulérien. D’autre part, u et v sont les seuls sommets de G de degré impair si et
seulement si tous les sommets de G + uv sont de degré pair. Par la Remarque [I4] appliquée au
graphe G + uwv, on obtient le résultat voulu. O

Remarque 15 Par la Remarque[T]] et I’Ezercice[{7, un graphe G contient une chaine eulérienne
d’extrémités u et v si et seulement si toutes les arétes de G sont dans la méme composante connexe
de G et zéro ou deux sommets de G sont de degré impair.

PROCEDURE CYCLE :

EntrEE : Un graphe H dont tous les sommets sont de degré pair et un sommet v de H qui n’est
pas isolé.

Sortie : Un cycle C’ de H, qui contient au moins une aréte, donné sous la forme d’une suite
qui commence et termine par v et le graphe H’ obtenu a partir de H en supprimant les arétes
de ce cycle.

Etape 1 : Initialisation.
C':=v,w:=v,H = H.
Etape 2 : Construction du cycle.
Tant que w n’est pas un sommet isolé dans H' faire :
choisir une aréte e = wz de H' incidente & w,

C':=Clez,
H' = H —e,
w = 2.

Arréter avec C' et et H'.

FIGURE 1.45 — Procédure Cycle.
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ALGORITHME CYCLE EULERIEN :

Entrik : Un graphe connexe GG dont tous les sommets sont de degré pair et qui contient au
moins une aréte.

Sortie : Un cycle eulérien C de G.

Etape 1 : Initialisation.
Choisir un sommet u de G, C :=u, H := G.
Etape 2 : Construction du cycle.
Tant que H contient une aréte faire :
Choisir un sommet v de C' qui n’est pas isolé dans H,
Appliquer la procédure Cycle & H et v, pour obtenir le cycle C’ et le graphe H'.
H:=H'
Concaténation de C et C'.
soient C; la sous-suite de C qui précéde la premiére occurrence de v dans C, et
Cy celle qui suit : C' = Crv(Cy,
C :=C1C'Cs.

Arréter avec C.

FI1GURE 1.46 — Algorithme Cycle Eulérien.

Exercice 48 (Justification de I’algorithme Cycle Eulérien (Fic. [[L46]))

(a) Montrer que la procédure Cycle (F1G.[L45), appliquée au graphe H dont tous les sommets
sont de degré pair et a un de ses sommets non isolés v, se termine avec une suite C' qui
est un cycle qui contient au moins une aréte et qui commence et se termine par v, et un
graphe H' égal o H — E(C).

(b) Montrer que [’algorithme Cycle Eulérien, appliqué au graphe connexe G dont tous les
sommets sont de degré pair, se termine avec une suite C' qui est un cycle eulérien.

Solution (a) Au départ H' = H et a chaque fois qu'une aréte est placée dans C’ elle est aussi
otée de H', le nombre d’arétes de H étant fini, 'algorithme s’arrétera. Il reste & montrer que C’
a bien les propriétés voulues. La suite C' commence par v, et puisque v n’est pas isolé, apres
la premiére itération de ’Etape 2, C’ contient au moins une aréte. Ensuite a chaque itération
de '’Etape 2 on rajoute une aréte adjacente a la précédente et qui n’est pas déja dans C’, donc
(' est une chaine ou un cycle. Si aprés la derniére itération de ’Etape 2, C’ est un cycle, alors
son dernier sommet est v et il n’y a plus rien a démontrer. Supposons donc que C’ soit une
chaine d’extrémités distinctes v et v/. Alors v/ est incident & un nombre impair d’arétes de C’,
et puisque dg(v') est pair et H' = H — E(C) on a dy/(v") impair et donc supérieur ou égal a 1 :
v’ n’est pas un sommet isolé de H' et la construction de C’ aurait pu continuer. On a abouti a
une contradiction, donc C’ a bien toutes les propriétés voulues.

(b) Dans cet exercice on considérera momentanément qu’une suite d’un seul sommet u est
un cycle de u & u : ainsi a la fin de I'Etape 1, C est un cycle, et H = G — E(C). Par (a), si
les conditions de la procédure Cycle sont bien vérifiées, alors a chaque itération de I'Etape 2, la
suite C’ calculée, qui commence par un sommet v appartenant & C, est un cycle aréte-disjoint
de C. Celui-ci est ensuite inséré dans C' a la place de la premiére occurrence de v de maniére a
obtenir un nouveau cycle C' plus long que le précédent ; et ses arétes sont supprimées de maniére
& obtenir un nouveau graphe H ayant moins d’arétes que le précédent. Le nombre d’arétes de
G étant fini, I’algorithme se termine. Pour montrer qu’il fonctionne il suffit de vérifier que les
conditions de la procédure Cycle sont bien vérifiées :

- au début de chaque itération de I’Etape 2, H est un graphe dont tous les sommets sont de
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degré pair, puisqu’il est égal au graphe obtenu & partir de G en supprimant les arétes du cycle
C,

- tant que C ne contiendra pas toutes les arétes de G, il y aura un sommet v de C incident
& une aréte qui n’est pas dans C : en effet sinon, le sous-graphe de G induit par les sommets de
C' est une composante connexe de G, et puisque G est connexe, il est égal & G lui-méme. 0

ALGORITHME DE FLEURY :
EnTriE : Un graphe connexe G dont tous les sommets sont de degré pair.
Sortie : Un cycle eulérien C de G.

Etape 1 : Initialisation.
Choisir un sommet ug de G, Cy := ug, Gg := G, i := 0.
Etape 2 : Construction du cycle.
Tant que u; n’est pas un sommet isolé de G; faire :
Choisir une aréte e;11 = u;u;4+1 de G; incidente a u;, si possible contenue dans
un cycle de Gj.
Ciy1 = Ciejp1Uit1,
Git1 =G — e,
1:=1-4 1.
Etape 3 : Fin de l’algorithme.
C .= Ci,
STOP.

FIGURE 1.47 — Algorithme de Fleury.

Exercice 49 (Justification de I’algorithme de Fleury (F1G. [[47))

Soient C;, G; et u; la suite, le graphe et le sommet de la i-iéme itération de I’Etape 2 de
lalgorithme de Fleury appliqué au graphe G pour 1 < i < k (< |E(G)|), ot k est le nombre
d’itérations de I’Etape 2.

(a) Montrer que les ensembles d’arétes de C; et de G; forment une bipartition de l’ensemble

des arétes de G.

(b) Montrer que C; est une chaine simple d’extrémités ug et u;.

(¢) Montrer que G; contient une chaine eulérienne d’extrémités ug et u;.

(d) Montrer qu’une suite C' construite par l’algorithme de Fleury est un cycle eulérien de G.

Solution (a) On va procéder par récurrence sur i. Pour ¢ = 0, E(Cy) = 0 et E(Gy) = E(Q).
Ensuite, pour chaque i (0 < i < k — 1), Ci41 est obtenu en rajoutant a C; laréte w;u;+1 qu’'on
enléve de G; pour obtenir G;41. La propriété de bipartition est donc conservée.

(b) On va procéder par récurrence sur i. Pour i = 0, Cy = ug est une chaine simple entre
ug et ug. Supposons que pour un i (0 < ¢ < k — 1), C; soit une chaine simple entre ug et w;.
Par définition, Cj41 est obtenue a partir de C; en rajoutant une aréte w;u;+1 de G; qui par (a),
n’appartient pas a C;. Par conséquent, C;11 est une chaine simple d’extrémités ug et u;11. La
propriété (b) est bien vérifiée pour 7 + 1.

(c) On va procéder par récurrence sur i. Pour ¢ = 0, puisque Gy = G est connexe et tous
ses sommets sont de degré pair, par 'Exercice Ef] il existe un cycle eulérien de Gy qui par la
Remarqueld], est une chaine eulérienne de Gy d’extrémités ug et ug, (c) est bien vérifiée. Supposons
maintenant que (c) est vérifiee pour un i (0 <i < k —1), c’est-a-dire que G; contient une chaine
eulérienne P; d’extrémités ug et u;. Deux cas sont & considérer.
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Cas 1 : L’aréte w;u;+1 n’appartient pas & un cycle de G;. Alors, puisque l'algorithme a choisi
cette aréte, aucune aréte de GG; incidente & u; n’appartient & un cycle de G; et P; passe donc une
seule fois par wu;, c’est-a-dire que u;u;41 est la seule aréte de G; incidente a w;. Par conséquent,
P; — u;u;41 est une chaine eulérienne de G; 11 = G; — u;u41 d’extrémités ug et u;41. La propriété
(c) est bien vérifiée pour i + 1.

Cas 2 : L’aréte w;u;41 appartient a un cycle de G;.

Par I'existence de la chaine eulérienne P; de G;, toutes les arétes de GG; sont dans la méme
composante connexe de G; qui contient donc u; et u; 1. Par 'Exercice BIl G;11 = G — u;uizq
a les mémes composantes connexes que G;, donc toutes les arétes de G;11 sont dans la méme
composante connexe de G;+1 qui contient u;y1.

Par (a) et le fait que tous les sommets de G sont de degré pair, on a que la parité du degré
de chaque sommet est la méme dans G;1 et dans C; 1. Or par (b), Cj;1 est une chaine simple
d’extrémités ug et u;41, c’est-a-dire que :

- 8l ug = u;41, alors dans G;41, comme dans Cj41, tous les sommets sont de degré pair. Par
la Remarque [I4] il existe un cycle eulérien de G;41 qui contient u;11. Par la Remarque [6] celui-ci
est une chaine eulérienne de G4 d’extrémités u; 11 et u;11 = ug, (c) est bien vérifiée pour i + 1.

- si ug # w41, alors dans Gjy1, comme dans Cj1, tous les sommets, a 'exception de ug et
ui+1, sont de degré pair. Par I’Exercice [47] G471 contient une chaine eulérienne d’extrémités wug
et u;y1. La propriété (c) est bien vérifiée pour i 4 1.

(d) Par (c), quand 'algorithme s’arréte, G; n’a plus d’aréte, et ainsi par (a) et (b), C; est
un cycle eulérien de G. 0

Exercice 50 Soit G un graphe connexe. Montrer qu’on peut colorier toutes les arétes de G avec
du rouge et du bleu de telle sorte que, pour chaque sommet v, le nombre d’arétes rouges incidentes
a v est égal au nombre d’arétes bleues incidentes ¢ v si et seulement si G a tous ses sommets de
degré pair et a un nombre pair d’arétes.

Solution Montrons tout d’abord que la condition est nécessaire. Supposons donc qu’il existe une
telle coloration, et soit G, le sous-graphe partiel de G induit par les arétes rouges. Puisque pour
chaque sommet v, le nombre d’arétes rouges incidentes & v est égal au nombre d’arétes bleues
incidentes & v, on a dg(v) = 2dg, (v), et donc v est de degré pair. De plus, d’aprés I'Exercice [

B@)l=y Y dalv)=5 3 2dc, (v)=2| (G,

veV veV
et ainsi le nombre d’arétes de G est pair.

Pour montrer 'autre direction de I’équivalence, on suppose que G est un graphe connexe
dont tous les sommets sont de degré pair et dont le nombre d’arétes est pair. D’aprés I'Exercice
46l G posséde un cycle eulérien C := vgeqvy...en,. On colorie Iaréte e; en rouge si i est impair
et en bleu si 7 est pair. Ainsi, deux arétes consécutives de C sont de couleurs différentes, méme
pour e,, et e; puisque m est pair. Par conséquent, pour un sommet v quelconque, ’ensemble des
arétes incidentes & v se partitionne en couples d’arétes de couleurs différentes et donc le nombre
d’arétes rouges incidentes & v est égal au nombre d’arétes bleues incidentes a v. 0

Exercice 51 Montrer qu’on peut partitionner les arétes d’un graphe G en deux sous-ensembles
qui induisent chacun un graphe partiel 2-régulier si et seulement si G est 4-régulier.
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Solution Montrons d’abord que la condition est nécessaire. Soit {FEj, E2} une telle partition,
chaque sommet de G est alors incident & deux arétes de E et deux arétes de Eo, il est donc de
degré 4 dans G.

Montrons maintenant que la condition est suffisante, c’est-a-dire que si G est un graphe 4-
régulier alors on peut partitionner ses arétes en deux sous-ensembles qui induisent chacun un
graphe partiel 2-régulier. Si chacune des composantes connexes de G vérifie cette propriété alors
elle sera vérifiée par G lui-méme. On suppose donc que G est connexe. D’aprés I'Exercice @]

1 1 1
1Bl =35 > dw) = 3 > 4= FAVI=2lv],
veV veV

et ainsi le nombre d’arétes de G est pair. D’aprés I’Exercice B0, on peut donc colorier les arétes de
G avec du rouge et du bleu de telle sorte que chaque sommet soit incident & deux arétes rouges
et & deux arétes bleues. L’ensemble des arétes rouges et ’ensemble des arétes bleues forment la
partition voulue. O

1.6 Coloration

Une coloration des sommets d’un graphe G est une fonction ¢ de I’ensemble des sommets
de G dans un ensemble de couleurs C. Lorsque le nombre de couleurs dans C est k£ on dit que ¢
est une k-coloration et on supposera généralement que C = {1, 2, ..., k}.

Remarque 16 Par définition, une k-coloration des sommets est aussi une k'-coloration des
sommets, pour tout k' > k.

Une coloration ¢ des sommets d’un graphe G est dite propre si, pour toute aréte de G les
couleurs attribuées a ses extrémités sont distinctes, ¢’est-a-dire ¢(u) # ¢(v) pour tout uv € E(G).
Des exemples de colorations propres sont représentés sur la Fi1G. [[L48]

1

1 1 2
t 1 2
2 3 9 1 3 9
Gl Gg G3 G4

FIGURE 1.48 — Colorations propres des graphes G1,Ga, G3, Gy.

En attribuant une couleur différente a chacun des n sommets d’un graphe G, on obtient une
coloration propre des sommets de GG, quelles que soient ses arétes. Par conséquent, G posséde une
n-coloration propre des sommets. On appelle nombre chromatique du graphe G, noté x(G),
le plus petit k£ tel qu’il existe une k-coloration propre des sommets de G. Par ce qui précéde,
X(G) < n. Une x(G)-coloration propre des sommets de G sera dite optimale. Un graphe sera dit
k-coloriable si son nombre chromatique est inférieur ou égal & k. Une clique d’un graphe G est
un sous-ensemble de sommets de G deux a deux adjacents. On note w(G) le cardinal maximum
d’une clique de G.

Exercice 52 Montrer que pour tout graphe G, on a w(G) < x(G).
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Solution Soit K une clique de G de cardinal w(G). Par définition, dans une coloration propre
des sommets de G, il n’y a pas deux sommets de K qui soient de la méme couleur ; ceci implique
I'inégalité. O

Un stable d’un graphe G est un sous-ensemble de sommets de G qui ne contient aucune
aréte de G. On note a(G) le cardinal maximum d’un stable de G. Par définition, un stable de G
est une clique de G, une clique de G est un stable de G, et ainsi o(G) = w(G) et w(G) = a(G).

Exercice 53 Montrer qu’une k-coloration propre des sommets d’un graphe G est équivalente a
une partition des sommets de G en au plus k stables.

Solution Soit ¢ : V' — C, une k-coloration propre des sommets d'un graphe G = (V, E), sans
perte de généralité on peut supposer que C = {1,2,...,k}. Soit S; 'ensemble des sommets de V'
auxquels ¢ attribue la couleur ¢, pour i = 1,..., k. Puisque ¢ est une coloration, I’ensemble des
S; qui sont non vides est une partition de V' en au plus k ensembles, et puisqu’elle est propre,
ces ensembles sont des stables de G.

Réciproquement, si P = {S1,...,S¢}, ou £ < k, est une partition de V telle que chaque S;
est un stable de G, alors en attribuant & chaque sommet v I'indice de I’ensemble de P qui le
contient on obtient une k-coloration propre des sommets de G.

L’équivalence entre une coloration propre des sommets et une partition en stables est repré-

sentée sur la Fia. [[L49 ]
St
2
3 z >
S3

F1GURE 1.49 — Relation entre une coloration propre des sommets et une partition en stables.

Exercice 54 Soit G un graphe a n sommets. Montrer que n < x(G) - a(G).

Solution Par I’'Exercice 53] et la définition de x(G), il existe une partition des sommets de G en
X(G) ensembles stables S1, ..., Sy ). Or chacun de ces stables contient au plus a(G) éléments
et 'on a donc n = [S1| + -+ + |Sy@)| < x(G) - a(G). 0

Remarque 17 On remarque que si G est un graphe complet, alors les inégalités des Ezercices
(22 et [54) sont vérifiées avec égalité.

Exercice 55 Soient W = {v1,ve,...,v,} un sous-ensemble de r sommets d’un graphe G, ¢ une
k-coloration propre des sommets de G qui colorie différemment chacun des sommets de W, C
lensemble des couleurs de ¢, et {v1,72,...7} un sous-ensemble de r couleurs distinctes de C.
Montrer qu’il existe une k-coloration propre ¢ des sommets de G qui attribue la couleur ~; a
chaque v; (i=1,2,...,r).

Solution Par I'Exercice B3] il existe une partition P des sommets de G en au plus k stables

associée a c. Soit Sy, le stable de P qui contient le sommet v;, 7 = 1,2,...,r. Par hypothése on a
Suv; # Su; dés que i # j. La coloration c qui attribue la couleur ~; a ’ensemble des sommets de
Sy, (1 =1,2,...,7) et une couleur distincte de C \ {Sy,, Su,,---, S, } & I'ensemble des sommets

de S pour chaque S de P\ {Sy,,Su,,- -, 50, } est la coloration voulue. O
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Exercice 56 Soit G = (V, E) un graphe et k > 0 un entier.
(a) Montrer que si chaque sous-graphe G' de G contient un sommet v tel que dg(v) < k
alors x(G) < k+ 1.
(b) En déduire que x(G) < A+ 1, pour A = A(G) le degré mazimum dans G.
(¢) Montrer qu’il existe, pour tout entier k > 1 un graphe de nombre chromatique 2 et de
degré maximum k.

Solution (a) On raisonne par récurrence sur le nombre n de sommets de G. Pour n = 1,
X(G) = 1 < k + 1. Supposons que la propriété soit vraie pour un graphe ayant au plus n
sommets. Soit G un graphe & n + 1 sommets dont tout sous-graphe posséde un sommet de degré
inférieur ou égal a k. Alors G lui-méme posséde un sommet v tel que dg(v) < k. Le graphe G — v
a n sommets et puisque chacun de ses sous-graphes est un sous-graphe de G, ceux-ci vérifient
la propriété. En vertu de ’hypothése de récurrence, il existe donc une (k + 1)-coloration propre
¢ des sommets de G — v avec ensemble de couleurs C de taille k + 1. Puisque dg(v) < k, cette
coloration c¢ utilise au plus k& couleurs pour les voisins de v, il reste donc au moins une couleur
v € C disponible pour v et en coloriant v avec y (c’est-a-dire ¢(v) = ) on étend ¢ de maniére a
obtenir une (k + 1)-coloration propre des sommets de G.

(b) Pour tout sous-graphe G’ de G et pour tout sommet v de G’ on a dg/(v) < dg(v) < A.
Pour k = A on obtient par (a) que G est (A + 1)-coloriable et donc x(G) < A + 1.

(c) Le graphe "étoile" constitué de k+1 sommets vy, v1, ..., v; et de k arétes vov; (1 < i < k)
est de degré maximum k et il existe une 2-coloration propre ¢ de ses sommets : c(vg) = 1 et
c(vi) = 2 pour tout 1 <i < k. O

Exercice 57 Soit G = (V, E) un graphe.
(a) Montrer que pour tout sommet x de G, l'une des deur assertions suivantes est vérifiée :
1) Xx(G) = x(G =),
2) x(G) =x(G —x) +1 et dg(z) = x(G — ).
(b) En déduire que x(G) + x(G) <|V]+ 1.

Solution (a) Remarquons tout d’abord que la restriction & V' \ {z} d’une coloration propre
des sommets de G est une coloration propre des sommets de G — z, et donc x(G) > x(G — x).
Supposons que la premiére assertion ne soit pas vérifiée, alors x(G) > x(G — z).

Soit ¢ une coloration optimale des sommets de G — x avec les couleurs 1,2,..., x(G —x). S'il
existait une couleur 7, 1 < i < x(G—x), qui n’est attribuée & aucun voisin de x, alors en coloriant
x avec i (c’est-a-dire en posant ¢(x) = ¢) on étend ¢ de maniére a obtenir une x(G — x)-coloration
propre des sommets de G et ceci contredirait notre hypothése x(G) > x(G — x). Donc toutes les
X(G — ) couleurs apparaissent dans le voisinage de z, et pour cela il faut que x ait au moins
X(G —x) voisins dans G. En attribuant une nouvelle couleur & z on obtient une coloration propre
¢’ des sommets de G en x(G —x)+1 couleurs; en conséquence on a x(G) < x(G —z)+ 1. Comme
on a supposé que x(G) > x(G—x) on en déduit que x(G) = x(G—x)+1 et la deuxiéme assertion
est bien vérifiée.

(b) On procede par récurrence sur le nombre n de sommets de G.

Sin =1, alors x(G) = x(G) = 1 et x(G) + x(G) = 2 = |V(G)| + 1. L’inégalité est bien
vérifiée (avec égalité).

On suppose maintenant que 'inégalité est vraie pour tout graphe a n sommets, et on considére
un graphe G a n+1 sommets. Soit z un sommet quelconque de G. Par ’hypothése de récurrence,
le fait évident que G —x = G — z, et par (a) appliqué a G et aussi a G, on a

() X(G—2)+X(C—2) < [V(G—a)|+1=n+1,
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ALGORITHME SEQUENTIEL DE COLORATION DES SOMMETS :
EntriE : Un graphe G & n sommets, un ordre vy, vs,...,v, des sommets de G.
Sortie : Une coloration propre ¢ des sommets de G et le nombre k£ de couleurs utilisées par c.

Etape 0 : Initialisation.
c(v) =1k:=1,
Etape 1 : Suite de la coloration.
Pour i := 2 a n faire
si toutes les couleurs de 1 & k apparaissent dans le voisinage déja colorié
de v; alors c(v;) :=k+1letk:=k+1
sinon ¢(v;) := min{l : ¢(vj) # [ pour tout j < i tel que v; € N(v;)}.

F1GURE 1.50 — Algorithme Séquentiel de Coloration des Sommets.

(if) x(G) <x(G—=)+1
(i) x(G) < x(G — ) + 1.
Ainsi si I'une des inégalités (ii) ou (iii) est stricte, par (i) on a bien 'inégalité voulue pour G :

X(G)+x(G)<x(G-2z)+x(G—2)+1<n+2=|V(G)| +1.

Si au contraire (ii) et (iii) sont des égalités, alors par (a) on a dg(z)+1 > x(G—2)+1 = x(G)

et de(z) +1 > x(G —2) +1 = x(G). Or dg(x) + dg(x) est égal au degré d’'un sommet dans le
graphe complet d’ordre n + 1, c’est-a dire n, et I’on obtient

X(G)+x(G) <dg(z) +1+dg(z) + 1 =n+2=|V(G)| +1,

et I'inégalité voulue est bien vérifiée par G. O

Exercice 58 FEzécuter I’Algorithme Séquentiel de Coloration des Sommets (F1G. [LH0) sur les
graphes de la F1G. [LE1] munis de l'ordre des sommets indiqué. Pour quels graphes la coloration
des sommets obtenue est-elle optimale ¢ Justifier chacune des réponses.

U1

V2 U3 CZ U3
Vg, U5

U1 V4 U1 V2 U3 V6 V2

FIGURE 1.51 — Les graphes munis d’un ordre sur les sommets de I’Exercice (B8]

Solution En appliquant 'algorithme séquentiel au graphe de gauche de la F1G. [[L5]] suivant
les labels indiqués, on donnera la couleur 1 & vy, puis on devra donner la couleur 2 a vy (c’est la
plus petite couleur disponible pour colorier v9 puisqu’il est adjacent au sommet v; déja colorié
1). La couleur 1 sera alors disponible pour colorier vs et on terminera en donnant la couleur 2 &
v4. La coloration obtenue (représentée sur la F1G. [[L52]) est propre par définition de I’algorithme
et elle est optimale puisqu’elle n’utilise que 2 couleurs : en effet dés qu'un graphe posséde au
moins une aréte, les extrémités de 'aréte devant recevoir des couleurs différentes, on a besoin
d’au moins deux couleurs pour une coloration propre de ses sommets.
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Appliquons maintenant 'algorithme séquentiel au graphe du milieu de la Fic. [L51 : on
commence par colorier v; et vy : pour chacun la couleur 1 est disponible et elle leur est donc
attribuée. Alors le sommet vg qui est adjacent & vy regoit la couleur 2 et le sommet vq qui est
adjacent a vy de couleur 1 et v3 de couleur 2 sera colorié 3. La coloration obtenue (représentée sur
la F1G. [[L52) n’est pas optimale puisque l'exemple précédent montre qu’il existe une coloration
propre des sommets de ce méme graphe en seulement deux couleurs.

Dans I'exemple de droite de la FiG. [L5]] les sommets v1,v9 et v forment un stable, 1’algo-
rithme leur donne donc & chacun la couleur 1. Ensuite l'algorithme attribuera consécutivement
la couleur 2 au sommet vy puisqu’il est adjacent & des sommets de couleur 1, la couleur 3 au
sommet vy puisqu’il est adjacent a des sommets de couleur 1 et & un sommet de couleur 2, la
couleur 4 au sommet vg puisqu’il est adjacent a des sommets de couleur 1 et & un sommet de
couleur 2 et & un sommet de couleur 3. La coloration obtenue (représentée sur la Fia. [[L52)
n’est pas optimale puisqu’il existe une coloration propre des sommets de ce méme graphe en 3
couleurs (voir la F1G. [[52). Puisque le graphe contient trois sommets mutuellement adjacents,
toute coloration propre de ses sommets nécessite au moins 3 couleurs, et cette derniére coloration

est optimale. O
Vo U3 2 1
—_—
U1 (7 1 2
V4 U3 3 2
—_—
U1 () 1 1
U1
non optimale
vy Vs car
U3 Ve U2 1

FIGURE 1.52 — Les colorations des graphes munis d’un ordre sur les sommets de 1’Exercice
obtenues par l'algorithme séquentiel.

Remarque 18 Par définition, la coloration obtenue a la fin d’une exécution de I’Algorithme
Séquentiel de Coloration des Sommets (F1G. [LB0) est une coloration propre des sommets du
graphe donné. L’Exercice [B8 montre que la coloration obtenue peut différer selon l'ordre des
sommets.

Exercice 59 Soit G un graphe 4 n sommets v1,va, ... v,. On note G; le sous-graphe de G induit
par les sommets vi,va,...v; (1 < i <n). Montrer que I’Algorithme Séquentiel de Coloration des
Sommets (F1G.[L50) appliqué a G et vy, va,. .. vy, produit une k-coloration propre ¢ des sommets
de G telle que :

(a) k <max{dg,(v;) +1:1<i<n}.
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(b) k< AG) + 1.

Solution (a) Soit ¢ la k-coloration propre des sommets de G produite par I’ Algorithme Séquentiel
de Coloration des Sommets. Si k = 1 alors V(G) est un stable de G, dg,(v;) = 0 pour tout 7, et
la propriété est bien vérifiee. On suppose donc k > 2. Soit v; un sommet tel que c(v;) = k. Au
moment ol v; a été colorié par 'algorithme il avait, par le principe de I'algorithme, au moins un
voisin colorié par chacune des couleurs 1,2,...,k — 1. Or v; n’a par définition qu’au plus dg, (v;)
voisins déja coloriés, on a donc k < dg,(v;) + 1 < max{dg,(v;) +1:1 <i <n}.
(b) Par (a) : k <max{dg,(vi) +1:1<i<n} <max{dg(vi)+1:1<i<n}=A(G)+1.
O

Exercice 60 Soient G un graphe connexe a n sommets, A le degré maximum d’un sommet dans
G et v un sommet de G.

(a) Montrer qu’il existe un ordre vy,va,...,v, des sommets de G qui vérifie les propriétés
sutvantes : v, = v, et pour chaque t < n le sommet v; a dans G au moins un voisin v; tel
que j > 1.

(b) Soit ¢ la k-coloration propre des sommets de G obtenue par [’exécution de I’Algorithme
Séquentiel de Coloration des Sommets avec en entrée G et l'ordre v, vs,...v, décrit en
(a). Montrer que si k > A alors k = A+ 1, c(w) < A pour tout w € V' \ {v}, dg(v) = A
et les voisins de v sont tous coloriés différemment par c.

(c) Montrer que si G posséde un sommet de degré plus petit que A alors x(G) < A.

Solution (a) Pour obtenir un ordre ayant les propriétés requises on peut utiliser I’ Algorithme de
Marquage de la Figure [L.2]] avec en entrée G et v. On prend ensuite 1'ordre inverse de I'ordre dans
lequel les sommets sont marqués dans cet algorithme, c’est-a-dire que le iéme sommet marqué
est défini comme v,_;+1. Puisque G est connexe, par I'Exercice a la fin de I’Algorithme de
Marquage tous les sommets sont marqués, v, = v puisque v est le premier sommet marqué, et
pour tout 7 < n le sommet v; a été marqué a partir d’'un sommet v; déja marqué, ce qui signifie
que j > i et que v; est un voisin de v;. L’ordre vy, v9,...,v, a bien les propriétés voulues.

(b) Soit v, ve,...,v, lordre décrit dans la partie (a) de 'Exercice. Pour i =1,2,...,n — 1
on note G; le sous-graphe de GG induit par les sommets vy, vs, ... v;. Pour chaque i < n, le sommet
v; a dans G' au moins un voisin v; tel que j > 7, on a donc dg, (v;) < A —1. Soit ¢ la k-coloration
propre des sommets de G obtenue par l'exécution de I’Algorithme Séquentiel de Coloration
des Sommets avec en entrée G et 'ordre v1,v9,...v,(= v). Sur les n — 1 premiers sommets la
coloration obtenue est la méme que celle obtenue par I’exécution de 1’Algorithme Séquentiel de
Coloration des Sommets avec en entrée G — v et l'ordre vy, v9,...v,—1. Par I'Exercice B9(a),
¢ utilise au plus A couleurs pour ces n — 1 sommets. Donc par le principe de ’algorithme, si
k > A c’est parce que exactement A couleurs différentes sont utilisées par ¢ pour les voisins de
v. Puisque v a par hypothése au plus A voisins on a bien qu’il en a exactement A, tous coloriés
différemment.

(c) Si G posséde un sommet v tel dg(v) < A, alors il n’existe pas de coloration de G — v
pour laquelle v aurait A voisins de couleurs différentes, donc par (b), il existe une coloration de
G qui utilise au plus A couleurs. 0

Exercice 61 Soit G un graphe.
(a) Existe-t-il pour toute coloration optimale ¢ des sommets de G, un ordre des sommets de
G tel que U’Algorithme Séquentiel de Coloration des Sommets (F1G. [LE0) basé sur cet

ordre donne c en sortie ¢
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TRANSFORMATION D’UNE COLORATION EN RESULTAT D’UNE COLORATION SEQUENTIELLE :

EnTrEE : Une coloration propre ¢ des sommets d’un graphe non orienté G par des entiers positifs.

Sortie : Une coloration propre ¢’ des sommets de G telle que chaque sommet v a au moins un
voisin de chacune des couleurs 1,2,...,c (v) — 1.

Etape 0 : Initialisation.
d(v) := ¢(v) pour tout sommet v de G.

Etape 1 : Transformation de la coloration.
Tant qu’il existe un sommet v pour lequel la propriété voulue n’est pas vérifiée
poser ¢ (v) := min{i < ¢/(v) : i n’est pas attribuée par ¢ & un voisin de v}.

FIGURE 1.53 — Transformation d’une coloration en résultat d’une exécution de I’Algorithme
Séquentiel de Coloration des Sommets.

(b) Existe-t-il un ordre des sommets de G tel que I’Algorithme Séquentiel de Coloration des
Sommets (F1G. [L50) basé sur cet ordre donne une coloration optimale des sommets de
G?

Solution (a) La réponse est "non". Par exemple si G est le graphe constitué de trois sommets
et d’une seule aréte, la coloration qui attribue les couleurs 1 et 2 aux extrémités de l'aréte et la
couleur 2 au sommet isolé est optimale mais elle ne peut étre obtenue par I’Algorithme Séquentiel
de Coloration des Sommets puisque celui-ci attribuerait la couleur 1 au sommet isolé.

(b) La réponse est "oui". Considérons en effet une coloration propre ¢ des sommets d’'un
graphe G avec les couleurs 1,2,..., x(G). L’Algorithme Transformation d’une coloration en ré-
sultat d’une coloration séquentielle, décrit a la Figure [L33] donne le moyen de construire & partir
de ¢ une coloration propre ¢ des sommets de G telle que chaque sommet v a des voisins de
couleurs 1,2,...,(v) — 1. En effet, par définition de l’algorithme, & chaque instant ¢’ est une
coloration propre des sommets de G et & chaque itération de I'Etape 1 on modifie la couleur de
v pour une couleur strictement plus petite. La somme des couleurs des sommets de G' dans une
coloration propre des sommets par des entiers positifs étant bornée inférieurement par le nombre
de sommets de G, 'algorithme s’arréte toujours. Comme ’algorithme ne rajoute pas de couleur,
la coloration ¢ obtenue a au plus autant de couleurs que ¢, et comme c utilisait un minimum de
couleurs, ¢ n’en utilise pas moins, c¢’est donc aussi une coloration optimale des sommets de G.
Si ’on ordonne les sommets de G de telle sorte que les premiers soient tous ceux coloriés 1 par
c, ensuite tous ceux coloriés 2 par ¢, etc. .., ’Algorithme Séquentiel de Coloration des Sommets
basé sur cet ordre donnera exactement c’. O

Un graphe G = (V, E) est biparti s’il existe une partition de V' en deux sous-ensembles A
et B (aussi dite bipartition de V') telle que chacune des arétes de G relie un sommet de A & un
sommet de B; autrement dit les deux sous-graphes G[A] et G[B] ne contiennent aucune aréte.
On utilisera la notation suivante : G = (A, B; E). Trois exemples de graphes bipartis sont
représentés sur la FIG. [[L54l D’autres exemples se trouvent FIG. et F1g. 41l

Remarque 19 Par I’Ezxercice [33, un graphe biparti pourrait étre défini de maniére équivalente
comme un graphe 2-coloriable.

Un cycle de longueur impaire (respectivement paire) est dit cycle impair (respectivement
cycle pair).

Exercice 62 Montrer qu’un graphe G est biparti si et seulement si G ne contient pas de cycle
1MPair.
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FIGURE 1.54 — Trois graphes bipartis. Pour chacun des graphes, les couleurs des sommets (noir
ou gris) représentent la bipartition de ’ensemble des sommets.

Solution Nous proposons deux démonstrations.

Démonstration 1. Nous montrons tout d’abord que la condition est nécessaire. Supposons donc
que G soit un graphe biparti (4, B; E). On veut montrer que tous les cycles de G sont pairs.
Soit donc C' = vyv1vs ... vpv un cycle de G. Puisqu’ils sont reliés par une aréte, deux sommets
consécutifs de C appartiennent 'un & A et 'autre & B. Sans perte de généralité on peut supposer
que v1 € A, et alors, pour chaque entier positif ¢ < k, v; € A si i est impair et v; € B sinon.
Puisque vgvy est une aréte du cycle et v1 € A, vg est donc dans B. On en conclut que k est pair
et alors C' est un cycle pair.

Pour vérifier que la condition est suffisante, supposons qu’il n’existe pas de cycle impair dans
(. Sans perte de généralité on peut supposer que G est connexe, car la propriété d’étre biparti,
comme celle d’étre sans cycle impair, est vérifiée si et seulement si chacune des composantes
connexes du graphe vérifie la propriété.

On peut utiliser I’Algorithme de Marquage non orienté de la F1G. [L21] pour déterminer une
bipartition des sommets de G : le premier sommet, nommé s, est marqué A et chaque fois qu’on
marque un nouveau sommet a partir d’'un sommet de A (respectivement B) on le marque B
(respectivement A). Lorsqu’on s’arréte c’est qu’on ne peut plus marquer de nouveau sommet
et par I'Exercice 22, on a marqué tous les sommets de la composante connexe qui contient s,
c’est-a-dire tous les sommets de G (puisque nous avons supposé G connexe).

Cas 1. S’il n’existe pas d’aréte reliant deux sommets ayant la méme marque alors G est bien un
graphe biparti (de bipartition {A, B}).

Cas 2. Cette partie de la démonstration est illustrée sur la F1G. ol les sommets blancs
(respectivement noirs) sont les sommets marqués A (respectivement B).

Supposons donc qu’il existe deux sommets u et v adjacents dans GG qui ont la méme marque.
Puisque chaque sommet n’est marqué qu’une seule fois, il existe une chaine élémentaire unique
P, de u=1up a s =wuy (k> 0) telle que pour chacune de ses arétes u;u;1, le sommet u; a été
marqué a partir du sommet u;; (voir la preuve de I'Exercice [22]). Remarquons que les extrémités
de chaque aréte de P, sont marquées 'une A et 'autre B.

De méme, il existe une chaine élémentaire P, de v = vy & s = vy telle que pour chacune de
ses arétes v;v;41, le sommet v; a été marqué a partir du sommet v ; les extrémités de chaque
aréte de P, sont donc marquées 'une A et 'autre B.

Puisqu’il existe au moins un sommet commun & P, et P, (le sommet s) on peut définir i* < k
le plus petit entier tel que u;« appartient a P, ; il existe donc j* tel que u;« = v;+. Par définition
de 7*, les sous-chaines P,[u, u;+| et P,[v,vj<] n’ont pas d’autre sommet que u;+ = v;+ en commun.

Par conséquent la concaténation de P,[u,u;] et de P,[v,v;+] parcourue en sens inverse est
une (u, v)-chaine élémentaire Q. De plus, puisque les sommets de @) sont alternativement marqués
A et B et que u et v ont la méme marque, la longueur de (Q est paire. Mais alors en rajoutant
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a @ Paréte uv on obtient un cycle élémentaire de GG dont la longueur est impaire, ceci contredit
notre hypothése initiale.

FIGURE 1.55 — Cas 2 de la démonstration 1 de I’Exercice

Démonstration 2. Nous montrons d’abord que la condition est nécessaire. Supposons donc que
G soit un graphe biparti (A, B; E). Pour un cycle C' de G, puisque chacune de ses arétes a
exactement une extrémité dans A, on a E(C) = dg(A) N E(C) et alors d’aprés 'Exercice [45]
E(C) est de cardinal pair.

Pour vérifier que la condition est suffisante, supposons qu’il n’existe pas de cycle impair dans
G. Sans perte de généralité on peut supposer que G est connexe, car la propriété d’étre biparti,
comme celle d’étre sans cycle impair, est vérifiée si et seulement si chacune des composantes
connexes du graphe vérifie la propriété. A partir de G, on contracte consécutivement des paires
de sommets non-adjacents tant que cette opération ne crée pas de cycle impair, on note G’ le
graphe ainsi obtenu. On remarque que ces contractions ne suppriment aucune aréte. On considére
les cas suivants :

Cas 1. G’ a un seul sommet : alors G n’a aucune aréte et il est donc biparti.

Cas 2. G’ a deux sommets a et b : alors toutes les arétes de G sont des arétes entre a et b dans
G'. La bipartition {A, B} telle que A (respectivement B) soit ’ensemble des sommets qui ont
été contractés dans a (respectivement b) vérifie que toutes les arétes de G sont entre A et B, ce
qui montre que G est biparti.

Cas 3. G’ a au moins trois sommets. Puisque contracter une paire de sommets ne peut pas
déconnecter un graphe, G’ est connexe. Par I'Exercice 29 il existe dans G’ une chaine élémentaire
uvw. Puisque G’ est sans cycle impair, les sommets u et w sont non-adjacents. Soit G” le graphe
obtenu & partir de G’ en contractant la paire w,w. D’aprés notre hypothése, G” contient un
cycle impair qui par I'Exercice 3], se partitionne en cycles élémentaires, dont I'un au moins est
impair par un argument de parité. Soit donc C” un cycle élémentaire impair de G”. On note
(' le sous-graphe partiel de G’ induit par les arétes de C”. Si C’ est un cycle élémentaire dans
G’ alors on pose C := (' sinon on pose C := C’ 4+ uv + vw. Dans les deux cas C' est un cycle
élémentaire impair de G’. Ceci contredit la définition de G’, ce cas est donc impossible. 0

Exercice 63 (Justification de ’algorithme de reconnaissance des graphes bipartis
(F1c. [LH0)) Montrer que l'algorithme de reconnaissance des graphes bipartis, appliqué au graphe
G, se termine soit avec un cycle impair de G qui certifie que G n’est pas biparti, soit avec une
bipartition {A, B} de V telle que (A, B; E) est un graphe biparti égal a G.

Solution Pour montrer que 'algorithme de reconnaissance des graphes bipartis se termine on
considére chacune des étapes. L'Etape 1 s’arréte pour la méme raison que 1’algorithme de mar-
quage, voir la solution de I'Exercice 22(a). Puisque G est connexe, par I’Exercice 22(b), a la
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ALGORITHME DE RECONNAISSANCE DES GRAPHES BIPARTIS :
Entrie : G = (V, E) graphe connexe.
Sortie : Un cycle impair de G qui certifie que G n’est pas biparti ou
une bipartition {A, B} de V telle que (A, B; E) est un graphe biparti égal a G.

Etape 0 : Initialisation.
Choisir un sommet s de V.
Poser A := {s}, B :=10.
Etape 1 : Bipartition.
Tant qu'’il existe une aréte zy de G telle que x € AU B et y ¢ AU B faire :
six € A alors B:= BU{y}
sinon A := AU {y},
) p(y) == z.
Etape 2 : Cycle impair.
S’il existe une aréte uv qui n’est pas entre A et B alors faire :
construire la (u, s)-chaine P, = ug...u;...uy telle que p(u;) = uip1 0 <i < k-1,
construire la (v, s)-chaine P, = vy...v;... v, telle que p(v;) =vj41 0 <5 <0 —1,
définir ¢* le plus petit indice tel que u;+ € P, et 5% I'indice tel que u;+ = v,
arréter avec C' :=ug...u; ... (Uix = vj*)...vj... voUp.
Etape 3 : Graphe biparti.
Arréter avec {A, B}.

FI1GURE 1.56 — Algorithme de reconnaissance des graphes bipartis.

fin de I'Etape 1 tous les sommets de G sont placés dans A ou B. L'Etape 2 consiste a vérifier
pour chaque aréte de G que ses extrémités sont 'une dans A et I'autre dans B. S’il existe une
aréte uv qui ne vérifie pas cette condition alors I'Etape 2 s’arréte avec C' qui, par la premiére
démonstration de I'Exercice 62 est bien un cycle impair. Sinon, ’'Etape 3 s’arréte et le graphe
G est bien égal au graphe biparti (A, B; E). O

Exercice 64 Décider pour chacun des graphes de la F1G. [L57 s%l est biparti ou non. Donner
un certificat pour chaque réponse.

G1 GQ

FIGURE 1.57 — Graphes de I’Exercice

Solution Le graphe G est biparti : par la Remarque[[9 et la 2-coloration propre de G indiquée
sur la Fia. [LB8 Le graphe G5 n’est pas biparti : par I’Exercice et le cycle impair de Go
marqué en gris sur la F1G. [[58 (on remarque qu’il existe d’autres cycles impairs dans G2). [

Exercice 65 Soient G un graphe quelconque et G' le graphe obtenu a partir de G de la maniére
sutvante : pour chaque aréte e de G un ajoute un nouveau sommet w, adjacent aux extrémités de
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G1 G2

FIGURE 1.58 — Les certificats requis par I’Exercice

e et on supprime e. (Un exemple de cette construction est représenté F1G. [LH9.) Montrer que le
graphe G’ est biparti.

T a Y T Wq Yy
w w
d - b e de e *Wp
v c u () 1'3(: u
G G

FIGURE 1.59 — Un exemple de la construction de ’Exercice 63l

Solution On pose G = (V, E). Par définition, 'ensemble des sommets de G’ est divisé en deux
parties : V et W := {w, : e € E}. De plus, les arétes de G’ sont entre V et W : on a supprimé
toutes les arétes entre les sommets de V' et on n’a ajouté aucune aréte entre les sommets de W.
Par conséquent, G’ est biparti.

Une autre solution consiste a remarquer que chaque cycle C’ de G’ correspond a un cycle C
de G tel que |E(C")| = 2|E(C)|. Tous les cycles de G’ sont donc pairs et ainsi par 1'Exercice [62]
G’ est biparti. m

Exercice 66 Soit G un graphe.
(a) Montrer que si G est un cycle élémentaire de longueur impaire alors x(G) = A(G) + 1.
(b) Montrer que si G est un graphe complet alors x(G) = A(G) + 1.

Solution (a) Si G est un cycle élémentaire de longueur impaire, alors par 'Exercice 62 on
a x(G) > 2. Dans un cycle élémentaire, tous les sommets sont de degré 2, on sait donc par
I’Exercice [60] (b) que x(G) < A(G) +1=3. On en conclut que x(G) =3=2+1=A(G) + 1.

(b) Si G est un graphe complet alors tous ses sommets doivent étre coloriés différemment et
A(G) =|V]| =1, donc x(G) = |V| = A(G) + 1.

Exercice 67 (Théoréeme de Brooks) Soient G un graphe simple connexe qui n’est ni un cycle
élémentaire de longueur impaire ni un graphe complet et A = A(G) le degré mazimum d’un
sommet dans G. Le but de l’exercice est de montrer qu’il existe une coloration propre des sommets
de G en au plus A couleurs.

(a) Montrer que st A <2 alors x(G) < A.

(b) Montrer que si G posséde un sommet w tel que G —w n’est pas connexe alors x(G) < A.

(¢c) Montrer que si G posséde deur sommets w et w' tels que G — {w,w'} n’est pas connexe

alors x(G) < A.
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(d) Soit v un sommet de G de degré A. Montrer que v posséde dans G deux voisins a et b
non adjacents et que si G — {a,b} est connexe alors il existe un ordre sur les sommets de
G tel que [’Algorithme Séquentiel de Coloration des Sommets basé sur cet ordre produise
une A-coloration propre des sommets de G.

(e) Montrer que x(G) < A,

(f) Montrer que si G est un graphe connexe qui posséde au moins une aréte multiple alors
x(G) <A.

Solution

(a) Supposons par I'absurde que A < 2 et x(G) > A. Alors par 'Exercice 60(c), G est
A-régulier. Si A = 0 ou 1 alors, puisqu’il est supposé connexe, G ne peut &tre qu’un graphe
complet, une contradiction & nos hypothéses sur G. Si A = 2, alors puisqu’il est connexe et pas
un cycle élémentaire de longueur impaire, G est un cycle élémentaire de longueur paire et par
I’Exercice [62], x(G) =2 = A, ceci contredit notre hypotheése.

(b) Supposons que G posséde un sommet w tel que G — w n’est pas connexe.

Soient V7, Vs, ..., Vi les ensembles de sommets des composantes connexes de G — w et
G1,Ga, ... Gy les sous-graphes de G induits par respectivement V3 U{w}, Vo U{w}, ..., Vi U{w}.

Par I'Exercicd28] puisque G est connexe, dg(V;) > 0 et puisque G — w n’est pas connexe
on a k > 2 et pour tout i = 1,2,...,k, dg—w(V;) = 0. Par conséquent w a au moins un voisin
dans chaque V; et donc par la Remarque [[2] chaque G; est connexe. Pour tout 1 < ¢ < k, on a
da,(v) < dg(v) < A quel que soit v € Vj, et dg, (w) < dg(w) < A. Chaque G; est donc de degré
maximum au plus A et contient un sommet de degré plus petit que A.

Par I'Exercice [60(c) appliqué & G; et w, et par la Remarque [I0], on sait alors que chacun des
G; posséde une coloration propre ¢; de ses sommets en A couleurs 1,2, ..., A. Par 'Exercice
on peut supposer que w a la méme couleur, disons 1, dans chaque coloration ¢;. On peut alors
définir une A-coloration propre ¢ des sommets de G comme suit : ¢(w) = 1 et pour tout sommet
v de G distinct de w on pose ¢(v) = ¢;(v) pour 'unique i tel que v € V;. Par hypothése toute
aréte de G est interne & un G, donc ¢ est une A-coloration propre des sommets de G et ainsi
x(G) < A.

(c) Supposons que G posséde deux sommets w et w’ tels que G — {w,w'} n’est pas connexe.
On peut aussi supposer que A > 2, car sinon la conclusion suit immédiatement de (a).

Soient Vi, Vs, ..., Vi les ensembles de sommets des composantes connexes de G — {w,w'} et
G1,Ga, ... Gy les sous-graphes de G induits par respectivement V; U{w, w'}, VaU{w,w'}, ..., ViU
{ww'}.

Pour tout sommet x de V;, on a dg,(x) < dg(z) < A.

Puisque G — {w,w'} n’est pas connexe on a k > 2. S’il existait 1 < i < k tel que w n’est
adjacent a aucun sommet de V; alors en enlevant w’ a G on disconnecterait V; du reste des
sommets du graphe, et alors par (b) on aurait bien x(G) < A. On suppose donc que w est
adjacent & au moins un sommet de chacun des V; et par symétrie on peut faire de méme pour
w'. Par conséquent, dg,(w) < dg(w) < A et dg,(w') < dg(w') < A pour tout 1 < i < k, et par
I’Exercicd28] chacun des G; est connexe.

Par I’Exercice [60(c) et par la Remarque [I6, on sait alors que, pour tout i € {1,...,k}, G;
posséde une coloration propre ¢; de ses sommets en A couleurs 1,2, ..., A.

Si pour chacune de ces colorations ¢;(w) = ¢;(w’) on peut par I’Exercice 55 supposer que w
et w' ont la méme couleur, disons 1, dans chaque ¢; et obtenir une A-coloration propre ¢ des
sommets de G tout entier en posant pour tout sommet v : ¢(v) = ¢;(v) si v € V(G;).

De méme si pour chacune des colorations ¢; on a ¢;(w) # ¢;(w') on peut supposer par
I'Exercice BH que ¢;(w) =1 et ¢;(w') = 2 pour tout 1 < i < k et obtenir une A-coloration propre
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¢ des sommets de G tout entier en posant pour tout sommet v : ¢(v) = ¢;(v) si v € V(Gy).

Il reste & considérer le cas ot au moins un G, sans perte de généralité on peut supposer que
c’est G, est tel que pour toute A-coloration propre des sommets, w et w’ recoivent la méme
couleur, tandis que pour un autre, sans perte de généralité on peut supposer que c’est G, pour
toute A-coloration propre des sommets, w et w’ recoivent des couleurs différentes. Pour que w et
w’ puissent recevoir la méme couleur dans une coloration propre de G il faut qu’ils soient non
adjacents dans (1, et ils sont donc non adjacents dans Ga également. Pour que, de plus, w et
w’ ne puissent pas étre coloriés différemment dans une coloration propre de G1, il faut que dans
G1 chacune des A — 1 couleurs autres que ¢;(w) = ¢1(w’) apparaissent dans le voisinage de w,
par conséquent dg, (w) > A — 1 et donc w a au plus un voisin x dans Go. Exactement le méme
raisonnement s’applique & w’, et ainsi w’ a un seul voisin ' dans G9. Puisque A > 2, il existe
une couleur j parmi 1,2,..., A qui n'est égale ni a cy(z) ni & co(2’). Mais alors la coloration
¢, obtenue en modifiant ¢2 uniquement pour w et w’ qui deviennent coloriés tous deux avec j,
serait une coloration propre de Go qui contredirait notre hypothése sur G5. Ce cas n’est donc
pas possible et on a bien x(G) < A.

(d) Si un sommet de degré A a tous ses voisins mutuellement adjacents, alors, puisque G
est un graphe simple, il forme avec eux une clique K de taille A 4+ 1 dont tous les sommets sont
de degré A. Puisque par hypothése, G n’est pas une clique, il doit contenir un sommet v qui
n’appartient pas a K et alors, puisque G est supposé connexe, par I'Exercicd28 dg(K) > 1 et au
moins un sommet de K serait de degré supérieur & A dans G, une contradiction a la définition
de A.

Par conséquent v posséde dans G deux voisins a et b non adjacents. Si G —{a, b} est connexe,
par I'Exercice [60)], il existe un ordre v, ve,...,v,—2 = v des sommets de G — {a, b} tel que pour
chaque i < n—2, le sommet v; a dans G au moins un voisin d’indice plus grand que . Mais alors
lordre a, b, v1,v9,...,v,_2 des sommets de G qui place a et b tout au début de 'ordre précédent
a aussi la propriété que chaque sommet autre que le dernier a un voisin situé plus loin dans
Pordre. Par I’Exercice (9 une exécution de I’Algorithme Séquentiel de Coloration des Sommets
avec G et cet ordre en entrée donnera une (A + 1)-coloration propre ¢ des sommets de G. Par
définition de ’algorithme on aura c(a) = ¢(b) (puisque b n’est pas adjacent a a). Or a et b sont
des voisins de v, par 'Exercice [60(b) ¢ est une A-coloration propre des sommets de G.

(e) Par (c) si G posséde deux sommets w et w’ tels que G — {w,w'} n’est pas connexe alors
X(G) < A et sinon par (d) il existe une A-coloration propre des sommets de G, et donc dans
tous les cas on a x(G) < A.

(f) Soit G un graphe connexe qui posséde au moins une aréte multiple, et soit G’ obtenu
a partir de G en remplagant chaque aréte de multiplicité plus grande que 1 par une aréte de
multiplicité 1. En faisant cela on ne peut pas augmenter le degré des sommets, et par conséquent
le degré maximum A’ de G’ est inférieur ou égal a A. De plus, G’ reste connexe. Puisque deux
sommets adjacents doivent étre de couleurs différentes quelle que soit la multiplicité de 'aréte
qui les relie, on a x(G) = x(G’). Donc, par (e), si G’ n’est ni un cycle impair ni une clique on
obtient bien y(G) = x(G') < A’ < A. Sinon, G’ est un cycle impair ou bien une clique et donc
tous ses sommets sont de degré maximum A’ : en conséquence on a A > A’+1. Or par I’Exercice
BB on a x(G') = A"+ 1 et donc x(G) = x(G') = A"+ 1 < A. 0

Un sommet d’un graphe G est dit sommet simplicial de G si ’ensemble de ses voisins est
une clique de G. Un ordre vy, v9,...v, des sommets d’un graphe G est dit simplicial si v; est
un sommet simplicial du sous-graphe de G induit par les sommets vy, vo, ..., v; pour tout i entre
1 et n.

Remarque 20 Si v1,vs,...v, est un ordre simplicial des sommets de G alors I’Algorithme Sé-
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quentiel de Coloration des Sommets appliqué & G muni de cet ordre fournit une coloration opti-
male de G. En effet, chaque fois qu’on colorie un sommet son voisinage est une clique. Donc si
k est la plus grande couleur utilisée par la coloration c’est que le graphe contient une clique de
taille k. Par I’Exercice la coloration est alors optimale.

Exercice 68 Montrer qu’un graphe G posséde un ordre simplicial des sommets si et seulement
st tout sous-graphe de G posséde un sommet simplicial.

Solution On montre tout d’abord que la condition est nécessaire. Pour cela on suppose que

V1,3, .., est un ordre simplicial des sommets de G, et on considére un sous-graphe G’ de G.
Soit k le plus grand indice d’un sommet de G’. Puisque l'ordre est simplicial, le sommet vy, est
simplicial dans le sous-graphe de G noté G} induit par les sommets vi,vo,...,vg. Or, par la

définition de &, tous les voisins de v; qui sont dans G’ sont aussi des voisins de vy, dans G}, ils
forment donc une clique dans G’ et v est un sommet simplicial de G’. On a ainsi montré que
tout sous-graphe de G posséde un sommet simplicial.

Supposons maintenant que tout sous-graphe de G posséde un sommet simplicial. On montre
par récurrence sur le nombre de sommets de G qu’il existe alors un ordre simplicial des sommets.
Si G n’a qu'un sommet alors son unique sommet est simplicial dans 'unique sous-graphe de G
qui est G lui-méme. On suppose maintenant qu’on a montré la propriété pour les graphes a n
sommets (n > 1), et on considére un graphe G & n + 1 sommets dont tout sous-graphe posséde
un sommet simplicial. Puisque G est un sous-graphe de lui-méme, il posséde donc un sommet
simplicial v. De plus un sous-graphe de G — v est un sous-graphe de G et ainsi tout sous-graphe
de G — v posséde un sommet simplicial. Par '’hypothése de récurrence, G — v posséde un ordre
simplicial vy, va, ..., v,. En rajoutant v tout a la fin de cet ordre, c’est-a-dire en posant v,41 := v
on obtient un ordre simplicial de G. O

Un graphe dont tout cycle élémentaire de longueur supérieure ou égale a 4 posséde au moins
une corde est dit triangulé.

Un sous-ensemble S des sommets d’un graphe G est dit (a,b)-séparateur de G si a et b
sont deux sommets de G — S qui ne sont pas dans la méme composante connexe de G — S, et
il est dit (a,b)-séparateur minimal de G s’il est un (a,b)-séparateur de G et aucun de ses
sous-ensembles propres n’en est un.

Remarque 21 Si S est un (a,b)-séparateur de G alors a et b sont des sommets non adjacents de
G, et sia et b sont deux sommets non adjacents de G, I’ensemble des sommets de G distincts de a
et de b est un (a,b)-séparateur. Tout (a,b)-séparateur d’un graphe G contient un (a,b)-séparateur
minimal de G, il suffit de lui enlever des sommets jusqu’a obtenir un (a,b)-séparateur minimal
de G.

Exercice 69 Soient G un graphe, S un (a,b)-séparateur minimal de G, A et B les composantes
connezes de G — S qui contiennent respectivement a et b. Montrer que chaque sommet de S est
adjacent dans G & au moins un sommet de chacun des ensembles A et B.

Solution Puisque S est un (a,b)-séparateur de G, a et b appartiennent a des composantes
connexes distinctes de G — S, et donc A # B. Soit  un sommet quelconque de S. Puisque S est
minimal, a et b sont dans la méme composante connexe de G — (S'\ {z}), celle-ci contient donc A
et B. En conséquence, par I'Exercice B8, dg_s(A4) = 0 et dg_(s\{«})(A4) > 0. Or le seul sommet
de G — (S\ {z}) qui n’est pas dans G — S est le sommet z, on en conclut que z est adjacent a
au moins un sommet de A. De méme x est adjacent dans G & au moins un sommet de B. O
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Exercice 70 Soient G un graphe et G' un sous-graphe de G. Montrer que si S’ est un (a,b)-
séparateur minimal de G' alors il existe un (a,b)-séparateur minimal de G qui contient S'.

Solution Soit S” un (a,b)-séparateur minimal d’un sous-graphe G’ de G. On note V I'ensemble
des sommets de G et W' lensemble des sommets de G’ — S’. On a G — (V \ W) = G[W'] =
G'[W'] = G' = 5, par conséquent les composantes connexes de G — (V' \ W) sont les mémes
que celles de G’ — 5" et V \ W’ est un (a,b)-séparateur de G. Par la Remarque 2I] on peut
supprimer des sommets de V' \ W’ jusqu’a obtenir un (a, b)-séparateur minimal S de G. Puisque
S’ est minimal, par I'Exercice tout sommet v de S’ est adjacent & au moins un sommet de

chacune des composantes connexes de G'[W’'] = G[W'] qui contiennent a et b, par conséquent
un sous-ensemble de V' \ W’ qui ne contiendrait pas v ne serait pas un (a, b)-séparateur de G.
On a donc bien S’ C S. O

Exercice 71 (Théoreme de Dirac) Soit G un graphe. Montrer que les conditions suivantes sont
équivalentes.
(a) G est est triangulé,
(b) un (a,b)-séparateur minimal de G est une clique de G, pour toute paire de sommets a,b
non adjacents,
(c) tout sous-graphe G' de G dont ’ensemble des sommets n’est pas une clique posséde deux
sommets simpliciaux non adjacents,
(d) G posséde un ordre simplicial des sommets.

Solution : (a) = (b) Soient G un graphe triangulé, a et b deux sommets de G non adjacents, S
un (a, b)-séparateur minimal de G et A et B les composantes connexes de G — S qui contiennent
respectivement a et b. Supposons que S n’est pas une clique et donc qu’il existe deux sommets
x et y de S qui ne sont pas adjacents dans G. Par 'Exercice [69 il existe a’ et a” dans A et b’ et
b" dans B tels que xza’, ya”, zb’ et yb” soient des arétes de G.

Puisque A est une composante connexe de G — S, il existe dans G[A] une chaine C4 entre
a’ et a” qui par concaténation avec les arétes xa’ et a”y fournit une chaine d’extrémités z et
y et dont tous les sommets intermédiaires sont dans A. Par conséquent il existe une chaine C%
avec les mémes propriétés (d’extrémités = et y et dont tous les sommets intermédiaires sont dans
A) qui a un nombre minimum d’arétes. La chaine C% est donc sans corde et elle contient au
moins un sommet de A puisque x et y sont supposés non adjacents. Par symeétrie il existe aussi
une chaine sans corde C; d’extrémités x et y et dont tous les sommets intermédiaires sont dans
B. Puisque A et B sont des composantes connexes distinctes de G — S il n’existe aucune aréte
entre un sommet de A et un sommet de B, et ainsi la concaténation de C et C'; est un cycle
élémentaire sans corde de longueur supérieure ou égale a 4 (il contient = et y et au moins un
sommet de chacun des ensembles A et B), ceci contredit notre hypothése selon laquelle G est
triangulé.

(b) = (c) Par I'Exercice [0} si un graphe satisfait (b) alors tous ses sous-graphes satisfont
(b) également. I1 suffit donc de montrer que tout graphe qui a la propriété (b) et dont ’ensemble
des sommets n’est pas une clique posséde deux sommets simpliciaux non adjacents, ce que nous
allons faire par induction sur le nombre de sommets. Il est facile de vérifier pour un graphe ayant
au plus 3 sommets, que soit ceux-ci sont tous deux & deux adjacents, soit deux au moins sont des
sommets simpliciaux non adjacents. On suppose maintenant que la propriété a été démontrée
pour tout graphe ayant au plus n sommets et on considére un graphe G dont les n 4+ 1 sommets
ne sont pas une clique et qui a la propriété (b). Par la Remarque 21] il existe alors deux sommets
non adjacents a et b de G et un (a, b)-séparateur minimal S de G. Par ’hypothése selon laquelle
G satisfait (b), S est une clique. On note A la composante connexe de G — S qui contient a, B
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celle qui contient b, et G 4, respectivement Gp, les graphes G[AU S] et G[B U S]. Par définition,
A et B sont non vides et disjoints. Soit v un sommet de A. Par I’Exercice et la définition
de A les voisins de v dans G sont soit dans A soit dans S. Par conséquent, les voisins de v
dans G4 sont les mémes que dans G, et donc un sommet simplicial de G 4 qui se trouverait
dans A est aussi un sommet simplicial de G. On va montrer qu’il existe un tel sommet. Comme
remarqué plus haut, par 'Exercice [[0] on sait que G4 vérifie (b). Nous pouvons donc utiliser
notre hypothése de récurrence sur G 4 puisqu’il a moins de sommets que G (B contient au moins
le sommet b) et ainsi G 4 vérifie (c). Si les sommets de G 4 sont une clique alors tous ses sommets
sont simpliciaux, donc en particulier ceux de A. Sinon, par la propriété (c), G4 posséde deux
sommets non adjacents et simpliciaux dans G 4, ils ne peuvent donc pas étre tous les deux dans
S qui est une clique, et alors 'un d’eux au moins est dans A. On a ainsi prouvé que A posséde
au moins un sommet simplicial de G, noté v4. Par symétrie, B posséde lui aussi un sommet
simplicial de G, noté vp. Puisque A et B sont des composantes connexes distinctes de G — S les
sommets v4 et vp sont distincts et non adjacents et G vérifie bien la propriété (c).

(c) = (d) Soit G un graphe qui vérifie (c¢), on a alors que tout sous-graphe G’ de G dont
I’ensemble des sommets n’est pas une clique posséde un sommet simplicial. De plus, par définition,
dans un sous-graphe dont ’ensemble des sommets est une clique, tous les sommets sont des
sommets simpliciaux. Par ’Exercice [68], il existe alors un ordre simplicial des sommets de G.

(d) = (a) Par I'Exercice [68 'existence d’un ordre simplicial implique que chaque sous-
graphe posséde un sommet simplicial. Or un cycle élémentaire sans corde de longueur au moins
4 ne posséde aucun sommet simplicial. En conséquence, si G admet un ordre simplicial alors il
est triangulé. 0

Une coloration des arétes d’'un graphe G est une fonction ¢ de ’ensemble des arétes de G
dans un ensemble de couleurs C. Si |C| = k on dit que ¢ est une k-coloration et on supposera
généralement que C = {1,2,..., k}.

Remarque 22 Par définition, une k-coloration des arétes d’un graphe est aussi une k'-coloration
des arétes de ce graphe, pour tout k' > k.

Une coloration c¢ des arétes d’un graphe G est dite propre si les couleurs attribuées a chaque
paire d’arétes adjacentes sont différentes, c’est-a-dire c(e) # ¢(f) pour toutes arétes e et f ayant
une extrémité commune.

On appelle indice chromatique du graphe G, noté x’(G), le plus petit k tel qu’il existe
une k-coloration propre des arétes de G. Une x/(G)-coloration propre des arétes de G sera dite
optimale. Un graphe sera dit k-aréte-coloriable si son indice chromatique est inférieur ou égal

ak.

Exercice 72 Calculer lindice chromatique des graphes de la F1G. [LG0OL Justifier la réponse.

G1 GQ Gg G4
FIGURE 1.60 — Les graphes de ’Exercice
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Solution Les colorations d’arétes représentées sur la Fi1G. [LG1l sont propres, elles donnent une
borne supérieure des indices chromatiques des graphes considérés : x'(G1) < 2, X/(G2) < 3,
X'(G3) <3 et X' (Gy) <T.

Le graphe Gy posséde des arétes adjacentes, qui doivent recevoir des couleurs distinctes, et
ainsi x'(G1) > 2. Avec la borne supérieure on en déduit que x’'(G1) = 2.

On remarque que Go ne posséde pas trois arétes mutuellement non-adjacentes, donc dans
toute coloration propre des arétes de Ga, I'ensemble des arétes d’une méme couleur est de cardinal
au plus 2. Or G5 posséde 5 arétes, toute coloration propre des arétes devra donc utiliser au moins
3 couleurs. Avec la borne supérieure on en déduit que x'(G2) = 3. Une autre méthode consiste
& essayer de colorier proprement les arétes de G avec 2 couleurs seulement, jusqu’a trouver une
aréte qui est adjacente & deux arétes déja coloriées différemment, ce qui montre qu’on a besoin
d’une troisiéme couleur.

Le graphe G3 posséde un triangle, donc trois arétes mutuellement adjacentes et ainsi x'(G3) >
3. Avec la borne supérieure on en déduit que x'(G3) = 3.

Dans G4 toutes les arétes sont adjacentes entre elles. Une coloration propre des arétes de G4
utilise donc autant de couleurs que d’arétes et ainsi x'(G4) = 7. O

3 1
2 2 3 1
TN
1 E
2 2
G 1 G3 G4

FI1GURE 1.61 — Colorations des arétes des graphes de la FiG. [L60

On appelle line-graphe du graphe G, noté L(G), le graphe dont ’ensemble des sommets
est égal & I’ensemble des arétes de G et dont deux sommets e et f sont reliés par une aréte si et
seulement si e et f sont des arétes adjacentes dans G.

Remarque 23 Par définition, une k-coloration propre des arétes d’un graphe G est une k-
coloration propre des sommets de L(G).

On appelle couplage d'un graphe G, un sous-ensemble d’arétes de G deux a deux non
adjacentes.

Exercice 73 Montrer qu’une k-coloration propre des arétes d’un graphe G = (V, E) est équiva-
lente & une partition des arétes de G en au plus k couplages.

Solution Soit ¢ une k-coloration propre des arétes de G avec les couleurs 1,2,... k, et soit
M; = c71(i) Pensemble des arétes de G auxquelles ¢ attribue la couleur i. Puisque c est une
coloration propre, on a que chaque M; est un ensemble d’arétes de G sans extrémités en commun,
il s’agit donc d’un couplage de G et I’ensemble des M; qui sont non vides est une partition de FE.

Réciproquement, si P = {Mj,..., M;}, ou I < k, est une partition de E telle que chaque M;
est un couplage de G, alors en attribuant a chaque aréte e 'indice de ’ensemble de P qui la
contient on obtient une k-coloration propre des arétes de G. O

Exercice 74 Soit G un graphe et A = A(G) le degré mazimum d’un sommet dans G. Montrer
que X'(G) > A.
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Solution Soit v un sommet de G de degré A : par définition, dans toute coloration propre des
arétes de G les arétes incidentes & v ont chacune une couleur différente de celles des autres, une
coloration propre des arétes utilise alors au moins A couleurs rien que pour ces arétes. O

Etant données une k-coloration propre ¢ des arétes d’un graphe G et deux couleurs distinctes
« et B utilisées par ¢, on note Gg’ 8 le graphe partiel de G induit par ’ensemble des arétes e de
G telles que c(e) = a ou c(e) = .
Pour une composante connexe C' de Ggﬁ, on appelle coloration obtenue par I’échange
des couleurs a et 3 dans C la coloration ¢ définie de la maniére suivante :
- pour toute aréte e de C : si ¢(e) = « alors ¢(e) = (3 et sinon /(e) = a (on échange les
couleurs « et 3 des arétes de C),
- pour toute aréte e de G qui n’est pas dans C' : ¢/(e) = c¢(e).
La solution de I’Exercice [75 montre que ¢’ est une coloration propre des arétes de G.

Exercice 75 Soient G un graphe simple, ¢ une k-coloration propre des arétes de G, o et 5 deux
couleurs distinctes utilisées par c.
(a) Montrer que chaque composante connexe de Gc est, soit une chaine élémentaire, soit
un cycle élémentaire de longueur paire, dont les aretes sont alternativement coloriées par
«a et .
(b) Soit C' une composante connexe de G, 4 et ¢ la coloration obtenue par l’échange des
couleurs o et B dans C. Montrer que ¢ une k-coloration propre des arétes de G.

Solution (a) Pour chaque sommet v, par définition d’une coloration propre des arétes de G, au
plus une aréte incidente & v est coloriée a par ¢, et au plus une aréte incidente & v est coloriée
8 par c. Par conséquent dans Ggé’ 3 les sommets sont de degré 0, 1 ou 2, c’est-a-dire que chaque
composante connexe est, ou bien un sommet isolé, ou bien une chaine élémentaire, ou bien un
cycle élémentaire. De plus la restriction de ¢ & G¢ o,p €st une 2- coloration des arétes de G¢ B Donc
si C est un cycle, alors les couleurs « et 3 alternent tout au long de ce cycle et celui-ci est donc
de longueur paire.

(b) Dans la coloration ¢ obtenue par I’échange des couleurs a et 8 dans C les couleurs utilisées
pour les arétes incidentes & un sommet v sont les mémes que pour c¢ lorsque v est incident a 0 ou
deux arétes de C, et si v est incident & exactement une aréte coloriée o ou 3 le seul changement
est que celle-ci est coloriée de 'autre couleur par ¢’. Puisque ¢ était une k-coloration propre des
arétes de G, ¢ en est une aussi. O

Remarque 24 Si G est un graphe simple alors une aréte est caractérisée par ses extrémités et
lon peut sans ambiguité écrire c(xy) au lieu de c(e) pour une aréte e d’extrémités x et y.

Etant donnée une k-coloration propre ¢ des arétes de G et un sommet v de G, on dénote par
A (v) 'ensemble des couleurs absentes en v, ¢’est-a-dire 'ensemble des k — d(v) couleurs qui ne
sont pas utilisées par ¢ pour les arétes incidentes a v.

Exercice 76 (Théoreme de Vizing) Soit G = (V, E) un graphe simple. Le but de l’exercice est
de montrer que X'(G) < A(G) + 1. Pour cela on raisonne par récurrence sur le nombre d’arétes
de G.

(a) Montrer que si G n’a aucune aréte alors x'(G) < A(G) + 1

Pour les questions (b), (c), (d), (e) et (f), on suppose que xy est une aréte de G et qu’il existe
une (A(G) + 1)-coloration propre ¢ des arétes de G — xy avec les couleurs 1,2,...,A(G) + 1.
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(b) Montrer que A.(v) # 0 pour tout v € V.

(¢) Montrer que si Ac(x) N Ac(y) # 0 alors X' (G) < A(G) + 1.

(d) Montrer que si X'(G) > A(G) + 1 alors pour tout o € Ac(x) et tout B € Ac(y), il existe
dans G — xy une chaine élémentaire d’extrémités x et y dont les arétes sont coloriées
alternativement « et B8 par c.

(e) Montrer que si X'(G) > A(G)+1 alors il existe une suite yo,y1, ..., yx de k+1 voisins de
x mutuellement distincts (k > 1) telle que yo =y, c(xy;) € Ac(yi—1) pour tout 1 < i <k,
et, pour tout voisin z de x distinct de y1,...,yp—1, c(xz) ¢ Ac(yk).

Etant donnée une suite yq, . ..,y ayant les propriétés décrites en (e), pour 0 < r < k, on définit
une coloration ¢, des arétes de G — zy, de la maniére suivante : ¢,.(xy;) = c(xyi+1) pour tout
ide0 ar—1 etc(e) =cle) pour toutes les autres arétes de G — xy,. (On remarque que par
définition ¢, = c.)

(f) Montrer que A.(z) = A.,.(x) pour tout r € {1,2,...,k}.

(9) Montrer que ¢, est une (A(G) + 1)-coloration propre des arétes de G — xy, pour tout
re{l,2,... k}..

(h) Utiliser (a) (b), (¢), (d), (e) pour démontrer que pour tout graphe simple G il existe une
(A(G) + 1)-coloration propre des arétes de G.

Solution (a) Si G n’a aucune aréte alors x'(G) =0 = A(G) et 'on a bien x'(G) < A(G) + 1.

(b) Soit v un sommet de G. Puisque dg—_zy(v) < A(G — 2y) < A(G) et que 'ensemble des
couleurs de ¢ est de cardinal égal & A(G) + 1, il reste toujours au moins une couleur qui n’est
pas utilisée pour les arétes incidentes a v et ainsi |A.(v)| > 1.

(c) Sl existe une couleur o € A.(x) N A.(y), c’est-a-dire que a n’est utilisée pour aucune
aréte incidente & z ou a y, alors en posant ¢ (zy) = a et ¢(e) = ¢(e) pour toute aréte e # xy de
G on obtient une (A(G) + 1)-coloration propre ¢’ des arétes de G.

(d) Supposons qu'il n’existe pas de (A(G) + 1)-coloration propre des arétes de G. Par (b)
il existe a € A.(z) et B € A(y), par (c) on a A.(z) N Ac(y) = 0, et ainsi o # 8, o ¢ Ac(y)
et S ¢ Aq(x), et il existe donc dans G — xy une aréte zy’ telle que c(xy’) = B et une aréte z'y
telle que c(2’y) = a. Soit Ggﬁ le graphe partiel de G induit par ’ensemble des arétes e de G
telles que c(e) = a ou c(e) = 3 et soit C' la composante connexe de G, 5 qui contient xy’. Par
I’Exercice [70] en procédant & un échange des couleurs a et 8 sur les arétes de C' on obtient une
coloration propre ¢’ des arétes de G — xy telle que 8 € A. (). Puisqu’on a supposé qu’il n’existe
pas de (A(G) + 1)-coloration propre des arétes de G, par (c) appliqué a la coloration ¢/, on a
que 8 ¢ Au(y), ce qui signifie que ¢(2'y) = B. La couleur de 2’y ayant changé cela signifie, par
I’Exercice [T et le fait que o € A.(z) et B € Ac(y), que C est une chaine élémentaire d’extrémités
x et y dont les arétes sont coloriées alternativement « et .

(e) Si X'(G) > A(G) + 1 alors par (b) et (c) il existe dans G — xy un voisin y; de z tel
que c(zy1) € Ac(y), ce qui nous donne un début de liste. S’il existe un voisin z de x tel que
c(xz) € Ac(y1) alors on pose ya = z et on a ainsi agrandi la liste. On continue jusqu’a ce qu’il
ne soit plus possible de rajouter un nouveau sommet a la liste (le nombre de voisins de z étant
fini, cela se produira), c’est-a-dire jusqu’a avoir une suite yo(= y),y1,-..,yr de k + 1 sommets
distincts voisins de z, telle que k > 1, ¢(zy;) € Ac(yi—1) pour tout 1 < i < k et pour tout autre
voisin z de z, c(xz) ¢ Ac(yk).

(f) Pour tout r € {1,2,...,k}, par définition de ¢,, la famille des couleurs des arétes incidentes
& x est exactement la méme pour c¢ et pour ¢, et par conséquent les couleurs absentes en x sont
les mémes, c’est-a-dire A.(z) = A, ().
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(g) Puisque les y; sont tous distincts, pour chaque aréte e incidente a x il existe au plus un
i tel que e = xy;. Donc ¢, telle que ¢, (zy;) = c(xy;r+1) pour tout i de 0 & 7 — 1 et ¢.(e) = c(e)
pour toutes les autres arétes de G — zy, est une coloration des arétes de G — xy,. Le nombre
de couleurs utilisées par ¢, est le méme que celui de ¢ et donc au plus A(G) + 1. Puisque c est
une coloration propre, pour montrer que ¢, aussi est une coloration propre il suffit de vérifier
que pour chaque sommet incident a au moins une aréte pour laquelle il y a eu un changement,
c’est-d-dire = et y1,...,y,, il n’y a pas deux arétes incidentes de méme couleur. Puisque c est
une coloration propre et que le degré de x dans G — zy, est le méme que dans G — zy, par (f)
la propriété est bien vérifiée par x. Pour chaque y;, 0 <7 < r, il n’y a de changement que pour
la seule aréte zy;. Or, par hypothése, ¢, (zy;) = c(xyi+1) € Ac(y;), donc pour i < r et dans la
coloration ¢, zy; est la seule aréte de couleur c(zy;+1) parmi les arétes incidentes a y;. Pour
Y- on a simplement enlevé la couleur d’une aréte incidente. Par conséquent il n’existe pas deux
arétes adjacentes auxquelles ¢, donne la méme couleur et ¢, est bien une coloration propre des
arétes de G — xy,.

(h) On montre la propriété en raisonnant par récurrence sur le nombre d’arétes de G. Par (a)
si G n’a pas d’aréte alors on a bien x'(G) < A(G) + 1. Supposons maintenant que la propriété
soit vraie pour un graphe a m arétes, m > 0, et considérons un graphe G a m —+ 1 arétes. Soit zy
une aréte quelconque de G. Le graphe G — zy est de degré maximum inférieur ou égal & A(G),
donc par notre hypothése d’induction et la Remarque 221 il existe une (A(G) + 1)-coloration
propre c¢ des arétes de G — zy.

Supposons par 'absurde qu’il n’existe pas de (A(G) + 1)-coloration propre des arétes de G.
Par (e) il existe une suite de sommets distincts yo(= v),y1,...,yx telle que chaque y; est un
voisin de = dans G, c¢(zy;) € Ac(yi—1) pour tout 1 < i < k, et pour tout voisin z de z distinct de
Y1y -, Yk—1, la couleur c(zz) ¢ Ac(yx). Par (b) il existe 8 € A.(yx). Pour la coloration propre
ci, des arétes de G — zyx, on a 3 € A, (yx) puisque A, (yx) = Ac(yx) U c(xyx) et donc par (c)
B ¢ Ac, (). Or par (f) Ag, () = Ac(x) : il existe donc un voisin z de x tel que c¢(xz) = S, et
donc par notre hypothése sur la suite yo(= y),y1,. ..,y et le fait que G est simple, il existe 7,
1 <j<k-—1,tel que c(zy;) = B, B € Ac(yj—1) et B = cx(ayj—1). Par (b) il existe o € Ac(x),
et donc par (f) la couleur « est absente de x pour toutes les colorations ¢;. Par (d) appliqué a
G — zyi et ¢ il existe dans G — xyy, une chaine élémentaire P reliant x et y; dont les arétes sont
coloriées par ¢, alternativement « et 8. L’aréte de cette chaine incidente & x sera l'aréte xy;_1. On
considére maintenant la coloration propre c¢;_1 des arétes de G —xy;_1. Les arétes de P distinctes
de 2yj_1 ont la méme couleur dans c¢;_; et dans c (puisqu’elles ne sont pas incidentes a x) et
donc dans G —xy,;_1 colorié par ¢j_1, P—xy,_1 est une chaine élémentaire reliant y;_; et y; dont
les arétes sont coloriées alternativement « et 8 et cette chaine ne peut pas étre agrandie puisque
B e Ac(yj—l) c ch—l(yj—l) et B € Acyx) = ch—l(yk‘)' Orac€ ch—l (z) et B € ch—l(yj—1)7 on
obtient ainsi une contradiction de (d) pour le graphe G et la (A(G) + 1)-coloration propre ¢;_1
des arétes de G — xy;_1. m

Soit G = (V, FE) un graphe non-orienté sans boucle ni arétes multiples. Une k-coloration
totale de G est une fonction ¢y de V U E dans un ensemble de couleurs C de cardinal k. Une
k-coloration totale de G est dite propre si la restriction de ¢y a V' est une k-coloration propre
des sommets de G, la restriction de ¢y & E est une k-coloration propre des arétes de G et pour
tout sommet v et toute aréte e incidente a v dans G on a cp(v) # cr(e). On note x”(G) le plus
petit nombre de couleurs utilisées par une coloration totale propre de G.

Exercice 77 Calculer x"(K3) et X" (K4).

Solution Une coloration totale propre de K3 doit utiliser au moins 3 couleurs pour un sommet
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et ses deux arétes incidentes. La coloration totale de K3 indiquée sur la FIG. montre que
3 couleurs suffisent et ainsi x”(K3) = 3. Dans K4 une coloration totale peut utiliser la méme
couleur pour au plus deux éléments : un sommet et une aréte ou bien deux arétes. Comme il y
a en tout 10 éléments & colorier, au moins cinq couleurs sont nécessaires. La coloration totale de
K, indiquée sur la FiG. montre que 5 couleurs suffisent et ainsi y”(Ky4) = 5.

3 2 4 3
2 1 3 2 5 4
K3 K4

FI1GURE 1.62 — Colorations totales propres des graphes K3 et Ky

Exercice 78 Pour un graphe G quelconque, parmi les assertions suivantes, lesquelles sont vraies
et lesquelles sont fausses ¢ (Donner une preuve ou un contre-exemple.)

(a) X'(G) = A(G) +17

(b) X'(G) = A(G) +27

(c) X"(G) <2A(G)+27¢

(d) Pour toutn >3, X" (Cy) =3¢ (ou C, dénote un cycle élémentaire & n sommets)

(e) X"(G) <2A(G) + 17

Solution (a) est vraie. Etant donné un sommet = de degré A(G), toute coloration totale propre
de G nécessite A(G) couleurs pour les arétes incidentes a = et encore une autre couleur pour x
lui-méme.

(b) est fausse. K3 est un contre-exemple, car A(K3) = 2 et x”(K3) = 3. Un graphe sans
arétes est aussi un contre-exemple.

(c) est vraie. On peut obtenir une coloration totale propre de G en prenant une coloration
propre des sommets en A + 1 couleurs (celle-ci existe par I'Exercice [67)) et une coloration propre
des arétes en A + 1 couleurs (celle-ci existe par I’'Exercice [70]) utilisant des ensembles de couleurs
disjoints.

(d) est fausse. On montre que x”(C4) > 4. En effet, s’il existait une coloration totale propre
de Cy avec 3 couleurs 1,2, 3, deux sommets non adjacents auraient la méme couleur (disons 1);
mais alors les arétes devraient recevoir les couleurs 2 et 3 alternativement, et aucun des deux
sommets restants ne pourrait plus étre colorié, une contradiction.

(e) est vraie. Supposons qu’on nous donne un ensemble C de 2A + 1 couleurs. Par I’Exercice
[T6, on peut colorier les arétes avec A(G) + 1 couleurs de C'. Puis on colorie les sommets un par
un : pour chaque sommet x pas encore colorié, x est incident a au plus A arétes et au plus A
sommets déja coloriés; donc on peut trouver une (2A + 1)-iéme couleur dans C pour x. N

1.7 Arbres

Un arbre est un graphe connexe sans cycle. En particulier, les chaines élémentaires et les
étoiles sont des arbres. Voir FIG. [L63] pour quelques exemples d’arbres.
Une forét est un graphe sans cycle. L'union des quatre arbres de la F1G. [L63] est une forét.

Remarque 25 Chaque composante connexe d’une forét est un arbre.
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v B

FIGURE 1.63 — Quatre arbres.

Remarque 26 Tout graphe partiel d’un arbre est une forét.

Un sommet est pendant s'il est de degré 1. Etant donné un graphe G = (V, E), un graphe
partiel (V, F') de G qui est un arbre (respectivement une forét) est appelé arbre couvrant (resp.
forét couvrante) de G.

Exercice 79 Donner tous les arbres non-isomorphes a
(a) 1,2 ou 3 sommets,
(b) 4 sommets,
(c) 5 sommets.

Solution (a) Pour 1 < n < 3, la chaine élémentaire de longueur n — 1 est 'unique arbre a n
sommets. (voir F1G. [[L64] (a) pour n = 3)

(b) Il existe exactement deux arbres non-isomorphes & 4 sommets. (voir F1G. [[L64] (b))

(c) Il existe exactement trois arbres non-isomorphes a 5 sommets. (voir F1G. [[.64] (c))

L TTIN H1<ﬁ;.

(a) (c)

FIGURE 1.64 — Les arbres non-isomorphes a 3,4 ou 5 sommets.

O

Exercice 80 Montrer qu’un graphe G sans boucle est un arbre si et seulement si, pour toute
paire x,y de sommets distincts de G, il existe une et une seule (z,y)-chaine élémentaire dans G.

Solution Par définition, G est connexe si et seulement si, pour toute paire x,y de sommets
distincts de G, il existe au moins une (z,y)-chaine élémentaire dans G. De plus, par I'Exercice
24l G est sans cycle si et seulement si, pour toute paire x,y de sommets distincts de G, il existe
au plus une (x,y)-chaine élémentaire dans G. Ces deux faits impliquent le résultat. O

Remarque 27 Par [’Ezxercice([80, en ajoutant une aréte entre deuxr sommets distincts d’un arbre
on crée exactement un cycle.
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Exercice 81 Soient G un arbre ayant au moins deuxr sommets et v un sommet de G. Montrer
que le nombre de composantes connezes de G — v est égal a dg(v).

Solution Soient Gy, ..., G les composantes connexes de G — v; kK > 1 car G a au moins deux
sommets. Puisque G est connexe et par la Remarque [I1] le sommet v a au moins un voisin dans
chaque G;; et puisque G est sans cycle, il en a au plus un. De plus, tout voisin de v se trouve
dans un G;. En conséquence, k = dg(v). H

Exercice 82 Soit G un arbre ayant au moins deux sommets.
(a) Montrer que G posséde au moins un sommet pendant.
(b) Montrer que G posséde au moins deux sommets pendants.
(c) Montrer que pour tout sommet v de G, chaque composante conneze de G —v contient au
moins un sommet pendant de G.
(d) En déduire que G posséde au moins A(G) sommets pendants.

Solution (a) Puisque G est un graphe connexe avec au moins deux sommets, on a d(v) > 1
pour tout v € V(G). Puisque G est sans cycle, par 'Exercice 25(b), il existe un sommet u tel
que d(u) < 1. Par conséquent d(u) = 1 et ainsi v est un sommet pendant de G.

(b) Par (a), il existe dans G un sommet pendant u. Soit P une plus longue chaine élémentaire
de G ayant u comme extrémité. L’autre extrémité de P est un sommet v distinct de u, puisque
G est connexe et posséde au moins deux sommets. Le sommet v est de degré 1, sinon, d’apreés
I’Exercice 25)(a), il aurait au moins deux voisins dans P et appartiendrait donc a un cycle, ce qui
contredirait le fait que G est un arbre.

(c) Soient v un sommet de G et U l'’ensemble des sommets d’une composante connexe de
G — v. Par définition de U et par la connexité de G, le voisinage de U est égal a {v}. Par
conséquent, le sous-graphe G’ de G induit par U U {v} est un arbre, et il a au moins deux
sommets. Par (b), G’ contient au moins deux sommets pendants, I'un d’eux au moins appartient
a U. Puisque Ng(U) = {v}, ce sommet est aussi pendant dans G.

(d) Soit v un sommet de G de degré maximum A(G). Par 'Exercice [I] le nombre de
composantes connexes de G — v est égal a dg(v) = A(G). Par (c¢), chacune de ces composantes
connexes contient un sommet pendant de G et donc G posséde au moins A(G) sommets pendants]

Exercice 83 Montrer que le graphe obtenu a partir d’un arbre, en supprimant ou en rajoutant,
un sommet pendant, est un arbre.

Solution Soit G un arbre.

On considére tout d’abord le cas ot 'on supprime un sommet pendant de GG. En supprimant
un sommet quelconque on ne peut pas créer un cycle, il reste & montrer que si v est un sommet
pendant de G alors G — v est connexe. Pour cela, soient u et w deux sommets de G — v. Puisque
G est connexe et qu’il contient les sommets u et w, il posséde une (u, w)-chaine élémentaire P. Le
sommet v est distinct de u et w et son degré dans G est égal a 1, il ne peut donc pas appartenir
a cette chaine et ainsi les sommets u et w restent connectés par P dans G — v. On en conclut
que G — v est connexe.

On regarde maintenant le cas ot I'on rajoute un nouveau sommet v et une aréte reliant v a
un sommet u de G ; on appelle G’ le graphe ainsi obtenu. Le sommet v étant de degré 1 il n’est
pas contenu dans un cycle de G’ et G = G’ — v est un arbre et donc sans cycle. En conséquence,
G’ est sans cycle. Il reste & montrer que G’ est connexe. Puisque G est un sous-graphe connexe
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de G’, tous les sommets de G sont dans la méme composante connexe de G’. Celle-ci contient
u, et donc v aussi, car uv est une aréte de G'. On en conclut que G’ a une seule composante
connexe et donc qu’il est connexe. 0

Exercice 84 Montrer que si F' est un arbre alors F' est biparti.

Solution On raisonne par récurrence sur le nombre n de sommets de F. Si n = 1, alors il est
évident que F' est biparti. On suppose que I’énoncé est vrai pour les arbres & n — 1 sommets. Soit
F un arbre a n > 2 sommets. D’aprés 'Exercice B2(a), F' admet un sommet pendant v. D’aprés
IExercice B3] F/ = F — v est un arbre avec n — 1 sommets. Alors, en vertu de I’hypothése
de récurrence, F’ est biparti. Soit {A’, B’} la bipartition des sommets de F’. Sans perte de
généralité on peut supposer que le voisin unique u de v dans F appartient a A’. Soient A = A’
et B = B'U{v}. Alors toutes les arétes de F sont entre A et B, F est donc biparti. O

Exercice 85 Montrer que le nombre d’arétes d’un arbre a n sommets est égal a n — 1.

Solution On raisonne par récurrence sur le nombre de sommets. Un arbre & 1 sommet n’a pas
d’aréte, donc la propriété est vérifiée pour n = 1. Supposons que la propriété soit vérifiée pour tous
les arbres & n—1 sommets. Soit G un arbre & n sommets. Par 'Exercice 82 G contient un sommet
pendant v, et d’aprés 'Exercice R3] en supprimant v on obtient un arbre G’ & n — 1 sommets.
En vertu de I'hypothése de récurrence, |E(G')| = (n — 1) — 1. Puisque que G a exactement une
aréte de plus que G’ (l'unique aréte incidente a v), on a |E(G)| = |E(G")|+1=n— 1. 0O

Exercice 86 Soit F' une forét a n sommets et m arétes dont le nombre de composantes connexes
est égal a k. Montrer que m =n — k.

Solution Soient Fi, ..., F} les composantes connexes de F'. Chaque F; est un arbre, donc par

I'Exercice BSl, |E(F;)| = |V (F;)| — 1, d’ou

k k

m =S |BE) = S (V(F) - 1) = [V(F) —k=n—k.
=1 =1

O
Exercice 87 Montrer qu’un graphe G ayant n sommets et au moins n arétes posséde un cycle.

Solution Sinon G est une forét. Soit £ > 1 le nombre de composantes connexes de G. D’aprés
I'Exercice BAl on a |[E(G)| =n — k < n, ce qui contredit I'hypothése sur le nombre d’arétes. [

Exercice 88 Montrer qu’un graphe G est sans cycle si et seulement si il existe un ordre vy, v, ..., Un
des sommets de G tel que v; est de degré inférieur ou égal ¢ 1 dans le sous-graphe G; de G induit
par les © premiers sommets pour tout 1 =1,...,n.

Solution Montrons d’abord que la condition est nécessaire. Soit donc G un graphe sans cycle.
On construit 'ordre en utilisant 1’algorithme suivant : Initialement on pose G, := G et i :==n
et tant que ¢ > 1 on répéte : choisir un sommet v; de degré inférieur ou égal & 1 dans G;, poser
Gi—l ::Gi—?}i et 1:=1—1.

Pour montrer que I'algorithme est correct, il suffit de remarquer que chaque G; est sans cycle
et que le sommet v; existe d’aprés 'Exercice 25(b).
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Montrons maintenant que la condition est suffisante. Soit donc v1, vs, ..., v, un ordre vérifiant
les conditions de I’énoncé. On suppose par 'absurde que G = G, contient un cycle C, et on
définit ¢ le plus grand indice tel que v; est contenu dans C. Alors G; contient C'. Puisque le
degré de v; dans C' est au moins 2, I’hypothése sur 'ordre donne la contradiction suivante :
2 S dC(Ui) S dGi(vi) S 1. O

Exercice 89 Montrer qu’un graphe G contient un arbre couvrant si et seulement si G est
conneze.

Solution Montrons d’abord que la condition est nécessaire. Soit donc F' un arbre couvrant de
G. Puisque, par définition, F' est connexe, d’aprés la Remarque [0, G 'est aussi.

Montrons maintenant que la condition est suffisante. Supposons que G est un graphe connexe
et soit F' un graphe partiel connexe de GG avec un nombre minimum d’arétes. Si F' contient un
cycle C, alors soit e une aréte de C. Par I'Exercice BI, F' — e est un graphe partiel connexe de G
contenant moins d’arétes que F' ce qui contredit la minimalité de F'. Par conséquent, F' est un
graphe partiel de G connexe et sans cycle, et donc un arbre couvrant de G. 0

Exercice 90 Soit G un graphe 4 n sommets dont le nombre de composantes connexes est égal
a k. Montrer que le nombre mazimum d’arétes d’une forét couvrante de G est égal a n — k.

Solution Soient F' une forét couvrante de G et kr le nombre de composantes connexes de F'.
Puisque chaque composante connexe de F' est incluse dans une composante connexe de GG, on a
krp > k. Par 'Exercice B0, |E(F)| =n—kr <n —k.

Pour terminer la démonstration, nous montrons qu’il existe une forét couvrante de G ayant
n — k arétes. Soient Gy, ..., Gy les composantes connexes de G. Par I'Exercice B9, chaque G;
posséde un arbre couvrant F;. La forét dont les composantes connexes sont ces F; est couvrante,
et d’aprés I'Exercice [BOl cette forét contient n — k arétes. n

Remarque 28 On note que, par I’Ezercice [86, mazimiser le nombre d’arétes d’une forét cou-
vrante est équivalent a minimiser le nombre de ses composantes connexes.

Exercice 91 Soient G un graphe connexe et u un sommet de G.
(a) Montrer que G posséde un sommet v tel que G — v reste conneze.
(b) Montrer que G posséde un sommet v # u tel que G — v reste connexe.

Solution (a) G est connexe, donc, par I’Exercice B9, G contient un arbre couvrant F. Par
I’Exercice B2(a), F' posséde un sommet pendant v et ainsi par ’'Exercice B3] F' — v est un arbre.
Or F — v est un graphe partiel de G — v et donc, par 'Exercice 89 G — v est connexe.

(b) Par 'Exercice B2(b), il existe, dans la démonstration précédente, un sommet pendant v
différent de u. O

Exercice 92 Soit G un graphe connexe a n sommets.

(a) Montrer que pour tout i = 1,...,n — 1, il existe un sous-ensemble X; de i sommets tel
que G — X; est conneze.

(b) Montrer que pour tout u € V(G), il existe un ordre {vi = w,vy,...,v,} des sommets
de G tel que pour chaque i = 1,...,n, le sous-graphe G; de G induit par les i premiers

sommets est connexe.
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Solution (a) En répétant i fois 'Exercice @I(a), 'ensemble X; des i sommets supprimés vérifie
les conditions voulues.

(b) On construit l'ordre en utilisant 1’algorithme suivant : Initialement on pose v; = w,
G, := G et i:=n et tant que 7 > 1 on répéte : choisir un sommet v; de G; différent de u tel que
Gi—1 := G; — v; soit connexe (par I'Exercice @I(b), un tel sommet existe), poser i :=i—1. [

Exercice 93 Soit G un graphe dont le nombre de sommets est supérieur ou égal a 5. Montrer
que G ou G contient un cycle.

Solution Soit 7 le nombre de sommets de G. Supposons que G et G ne contiennent pas de cycle,

alors d’aprés I'Exercice 87, |E(G)| + [E(G)| < 2(n — 1). Puisque le graphe induit par la réunion

des arétes de G et de G est un graphe complet & n sommets, on a |E(G)| + |E(G)| = |E(K,)|.

Par I'Exercice [0 |F(K,)| = @ En combinant les trois inégalités précédentes, on obtient
@ < 2(n — 1), c’est-a-dire n < 4, ce qui contredit notre hypothése sur n. 0

Exercice 94 Soit G un graphe a n sommets et m arétes dont le nombre de composantes connexes
est égal a k. Montrer que G contient au moins m — n + k cycles élémentaires distincts.

Solution Soit F' une forét couvrante de G ayant un nombre maximum d’arétes. Alors, par la
Remarque 28] toute aréte de G en dehors de F' relie deux sommets dans la méme composante
connexe de F, ¢’est-a-dire dans un méme arbre de F'. Par 'Exercice 27 'adjonction d’une aréte
a I’ crée un cycle unique qui est, d’aprés I'Exercice [I8, élémentaire. Les cycles ainsi obtenus
contiennent chacun une et une seule aréte en dehors de F', ils sont donc distincts et leur nombre
est égal m — (n — k) puisque, par I'Exercice @0} F' a n — k arétes. O

Exercice 95 Etant donnés n > 2 nombres entiers positifs di,ds, ..., d,, montrer qu’il existe un
arbre a n sommets tel que di,do, ..., d, soit la liste des degrés de ses sommets si et seulement si

> di=2n-2. (1.4)
=1

Solution Montrons d’abord que la condition est nécessaire. Soit donc F un arbre dont la liste
des degrés des sommets est dy,do, ..., d,. Alors, d’aprés les Exercices M et [5],

> di =2|BE(F)| =2(n—1).
=1

Montrons maintenant que la condition est suffisante en raisonnant par récurrence sur n.
Si n = 2 alors ([4]) implique que d; = dy = 1, le graphe K5 est un arbre ayant ces degrés.
Maintenant supposons que la condition est suffisante pour n — 1. Soient di,ds,...,dn, n > 3
nombres entiers positifs qui satisfont (L4). On peut poser sans perte de généralité dy > do >
.. > dyp. A cause de ([IL4), d,, = 1 car sinon

2n—2:zn:dizzn:2:2n,
i=1 =1

ce qui est une contradiction. De méme, d; > 2 car sinon
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n n
i=1 =1

c’est-a-dire n < 2, ce qui contredit n > 3.

On considére la liste d; — 1,da, ..., d,—1. Par ce qui précéde, ces entiers sont positifs et leur
somme est égale a (D1 ;d;) — 2 et donc par (L) & (2n — 2) — 2 = 2(n — 2). En vertu de
I’hypothése de récurrence il existe donc un arbre F/ 4 m — 1 sommets vq,...,v,_1 de degrés
dy — 1,ds,...,d,_1. Soit F le graphe obtenu a partir de F’ en ajoutant un nouveau sommet v,
et une nouvelle aréte vyv,,. Par I'Exercice B3] F' est un arbre et par construction, ses sommets
ont les degrés dy,ds, ..., d,. 0

Etant donnés un graphe G et un arbre couvrant 7' de G, pour une aréte f de G qui n’est pas
dans T, on appelle cycle fondamental de T+ f, I'unique cycle Cy de T'+ f. Par la Remarque
27 Cy existe.

Remarque 29 Soient T un arbre couvrant d’un graphe G et f une aréte de G qui n’est pas dans
T. Alors le cycle fondamental de T + f est élémentaire et [ est son unique aréte qui n’est pas
dans T'.

Exercice 96 Soit G un graphe connexe. Montrer que G est un arbre si et seulement si pour
toute aréte e de G, le graphe G — e n’est pas connexe.

Solution Montrons d’abord que la condition est nécessaire. Soit donc G un arbre. Pour toute
aréte uv de G, d’aprés I"Exercice B0 le graphe G —uwv ne contient pas de (u, v)-chaine élémentaire
et donc d’aprés I'Exercice [T G — uv ne contient pas de (u,v)-chaine. Par conséquent G — uv
n’est pas connexe.

Montrons maintenant par I’absurde que la condition est suffisante. Supposons donc que G ne
soit pas un arbre, c’est-a-dire que, puisque G est connexe par hypothése, G contienne un cycle
C. Alors pour une aréte quelconque e de C, d’aprés I'Exercice BIl, G — e reste connexe, ce qui
est une contradiction. O

Remarque 30 Par I’Ezercice[94, le graphe obtenu & partir d’un arbre en supprimant une aréte
n’est plus connexe et, par la Remarque 12, ce graphe a exactement deux composantes connexes.

Remarque 31 Par I’Ezercice [30, un graphe G est une forét si et seulement si pour toute aréte
e de G, le graphe G — e a plus de composantes connezxes que G. De maniére équivalente on a que,
en rajoutant une aréte e a une forét G, le graphe G' obtenu reste une forét si et seulement si e
est une coupe de G’.

Etant donné un arbre 7' = (V, F), pour une aréte f de T' (FIG. (a)), on appelle biparti-
tion fondamentale de T — f, la bipartition {X,V \ X} constituée par I’ensemble des sommets
de chacune des deux composantes connexes de T'— f (FIG. (b)). Par la Remarque 30, cette
bipartition fondamentale existe bien pour toute aréte f de 7.

Etant donnés un graphe G et un arbre couvrant 7' de G, pour une aréte f de T (FIG.

(c)), on appelle coupe fondamentale associée a T — f, la coupe de G définie par la bipartition
fondamentale de T' — f (F1G. (d)).
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\

VX - xo = v
. o y
() (d)

FIGURE 1.65 — (a) Un arbre T et une aréte f de T, (b) la bipartition fondamentale {X, V\ X} de

T — f, (c) un graphe G, un arbre couvrant 7' de G et une aréte f de T', (d) la coupe fondamentale
Q de G définie par la bipartition fondamentale {X,V \ X} de T' — f.

Remarque 32 Si f est une aréte d’un arbre couvrant T d’un graphe G, alors elle est 'unique
aréte de T qui appartient & la coupe fondamentale de G associée ¢ T — f.

Exercice 97 Soit F' un sous-ensemble d’arétes d’un graphe G. Montrer que G(F) est un arbre
couvrant de G si et seulement si F intersecte toutes les coupes de G et est minimal pour cette
propriété.

Solution Par I’'Exercice 28, G(F') est connexe si et seulement si F' intersecte toutes les coupes
de G. Par conséquent, cet exercice est équivalent a I’Exercice n

Exercice 98 Soit F' un sous-ensemble d’arétes d’un graphe connexe G = (V, E). Montrer que
G(F) est un arbre couvrant de G si et seulement si E'\ F intersecte tous les cycles de G et est
minimal pour cette propriété.

Solution Montrons d’abord que la condition est nécessaire. Soit donc G(F') un arbre couvrant
de G. Puisque G(F) est sans cycle, E'\ F intersecte tous les cycles de G. De plus, pour toute
aréte e de E'\ F, e est 'unique aréte de F' contenue dans le cycle fondamental de G(F) + e. Par
conséquent, (E'\ F) \ {e} n’intersecte plus ce cycle et F' est bien minimal pour la propriété.
Montrons maintenant que la condition est suffisante. Puisque E'\ F' intersecte tous les cycles
de G, G(F) est sans cycle. Supposons par 'absurde que G(F') ne soit pas un arbre couvrant de
G, c’est-a-dire que G(F) ait plusieurs composantes connexes. Soit X 1’ensemble des sommets de
I'une d’elles. Puisque G est connexe, par I'Exercice 28 il existe une aréte e de F \ F reliant X
et V' \ X. Donc cette aréte e relie X a une autre composante connexe de G(F') et ainsi par la
Remarque [[2] G(F U {e}) est sans cycle, c’est-a-dire que (E \ F)) \ e intersecte tous les cycles de
G, ce qui contredit la minimalité de F \ F. O

Exercice 99 Soient G un graphe, H un arbre couvrant de G, f une aréte de G qui n’est pas
dans H et e une aréte de H. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) le graphe obtenu a partir de H en supprimant e et en ajoutant f est un arbre couvrant
de G,
(b) e appartient au cycle fondamental de H + f,
(c) f appartient & la coupe fondamentale de G associée o H — e.

Solution (a) <= (b) : Soit Cy le cycle fondamental de H + f. Par I'Exercice BI] le graphe
H + f — e est connexe et sans cycle (donc un arbre couvrant de GG) si et seulement si e appartient

A Cy.
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(a) <= (c) : Soit Q. la coupe fondamentale de G associée & H — e. Par la Remarque [[2] le
graphe H — e + f est connexe et sans cycle (donc un arbre couvrant de G) si et seulement si f

appartient a Q.. O

Exercice 100 Soient Fy et Fy deux foréts sur le méme ensemble V' de sommets. Montrer que si
F5 a plus d’arétes que Fy alors il existe une aréte e de Fy qui n’est pas dans Fy telle que F1 + e
soit une forét.

Solution Soit n = |V|. Pour ¢ = 1,2, on note m; le nombre d’arétes et k; le nombre de
composantes connexes de F;. Par 'Exercice [86] et I’hypothése, on a n — k; = m; < mo =n — ko,
donc ky < ki. Soit G = (V,E(F1) U E(F,)) et k le nombre de composantes connexes de G.
Remarquons que G s’obtient en ajoutant a Fj les arétes de F5 qui ne sont pas dans F} ou de
fagon équivalente en ajoutant & Fj les arétes de F} qui ne sont pas dans F,. Par la Remarque
2 on en déduit d'une part que k < ko et ainsi, par I'inégalité précédente, k < ky; et d’autre
part qu’il existe donc une aréte e de G telle que les deux extrémités de e appartiennent a des
composantes connexes de F distinctes. Donc e € E(Fy) \ E(F}) et, par la Remarque (12 F; + e
est une forét. m

Exercice 101 Soient G et Gy deuz arbres sur le méme ensemble V' de sommets. Montrer que
pour toute aréte e1 de G1 il existe une aréte es de Go telle que G1 —e1 +eo et Go+e1 — eq soient
des arbres.

Solution Soit e; = wz une aréte quelconque de G1. Voir F1G. [LL6Gl On peut supposer que wz
n’est pas une aréte de G, car sinon ey = e; convient.

FIGURE 1.66 — Les arbres GG; et GG et I'aréte eq.

Par la Remarque B0, G7 — e a exactement deux composantes connexes, on dénote leurs
ensembles de sommets par X et V' \ X.

Nous considérons les conditions qu’'une aréte e de Gy doit vérifier pour que G; — e; + e et
G9 + e1 — e soient des arbres.

— Par la Remarque [[2] une condition nécessaire et suffisante pour que G7 — e; + e soit un

arbre est que e ait une extrémité dans X et autre dans V' \ X. Voir F1G. [L67(a).

— D’aprés I’Exercice @9 une condition nécessaire et suffisante pour que Gy + e — e soit un

arbre est que e se trouve dans la chaine unique P de G5 reliant les deux extrémités de e;.
Voir Fic. [LEA(b).

Puisque les extrémités de e; et donc celles de P, sont l'une dans X et 'autre dans V' \ X,
par I'Exercice 20, P contient au moins une aréte reliant X et V' \ X, soit es une telle aréte. Ainsi
eo satisfait les deux conditions ci-dessus, et G1 — e + eg et G + e1 — ey sont effectivement des
arbres. Voir FIG.

On peut présenter la démonstration ci-dessus (pour le cas ol e; n’est pas dans Gs) de la
maniére suivante. Soient G := (V, E(G1) U E(G2)), Q1 la coupe fondamentale de G associée a
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.y/] I\ Y
Xt X
(a)
FIGURE 1.67 — (a) Le graphe G1 — e et 'ensemble X, (b) le graphe G2 et la chaine P.

z u z u
Y v Yy v
€9 €1
X w X w

Gi1—er+ e Ga+el — e

FIGURE 1.68 — Les arbres G — e + €9 et Go + €1 — ea.

G1 — e1 et Cq le cycle fondamental de Go 4 e1. Pour une aréte e de Go : par la Remarque
et 'Exercice @9, G1 — e1 + e et Go + e; — e sont des arbres si et seulement si e appartient &
Q1N Cy. Puisque les arétes de C distinctes de e} sont toutes dans Ga, n’importe quelle aréte de
Q1N C1\ {e1} convient comme ey. Or par I'Exercice @5, Q1 N C; est de cardinal pair, et contient
e1 par définition ; par conséquent |Qq N C1| > 2 et ey existe. 0

1.8 Arbre couvrant de cotit minimum

Etant donné un graphe G = (V, E), une fonction de coftit sur les arétes de G, c: E — R,
est l'affectation d’une valeur c¢(e) a chaque aréte e de G. Soit F' un sous-ensemble quelconque
d’arétes de GG. On définit la capacité de F' comme le colit minimum d’une aréte de F' et le
c-cotit de F (ou coit s’il n’y a pas d’ambiguité), noté ¢(F'), comme la somme des cotts des
arétes de F' :

ecF

Par extension, le c-cotit du graphe G, noté ¢(G), est égal au c-coiit de 'ensemble E de ses
arétes.

Dans cette section nous nous intéressons a la recherche d’un arbre couvrant de G de cofit
minimum.

Remarque 33 Si G est connexe alors, par les Exercices[89 et[d, le nombre d’arbres couvrants
de G est non-nul et fini. Par conséquent, le cott minimum d’un arbre couvrant de G est bien
défini.

Remarque 34 Le probleme de I’ arbre couvrant de colit maximum est équivalent & celui de
Uarbre couvrant de codt minimum ; il suffit de multiplier la fonction de codt par —1.

Remarque 35 Pour le probleme de l'arbre couvrant de G de codt minimum on peut supposer
que la fonction de coit est positive. En effet, par I’Ezxercice [83, tous les arbres couvrants de G
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contiennent le méme nombre d’arétes, donc en ajoutant la méme valeur aux codts des arétes de
G, les arbres couvrants de G de cotlt minimum restent identiques.

Remarque 36 Soient G un graphe connexe et ¢ une fonction de cott positive sur les arétes. Le
probléme de trouver un sous-ensemble F' d’arétes de G de coit minimum tel que G — F' soit sans
cycle se ramene a celui de ’arbre couvrant de cott mazimum. En effet, ce probléme est équivalent
a trowver un graphe partiel de G qui soit sans cycle, de colt maximum, et puisque les codts sont
positifs et G est connexe, un tel graphe partiel est un arbre couvrant de codt mazximum.

Remarque 37 Soient G un graphe connexe et ¢ une fonction de codt strictement positive sur
les arétes de G. Le probléme de trouver un arbre couvrant de G qui minimise le produit des cotts
de ses arétes se ramene a celui de l'arbre couvrant de G de ¢ -coit minimum ou ¢ (e) = log(c(e))
pour toute aréte e de G.

Remarque 38 Soient G un graphe conneze et ¢ une fonction de codt sur les arétes de G. Le
probléme de trouver un arbre couvrant de G qui minimise la racine de la somme des carrés des
cotits de ses arétes se raméne a celui de l’arbre couvrant de G de ¢ -coit minimum ou ¢ (e) = c2(e)
pour toute aréte e de G.

Dans la suite nous utiliserons la notation F(g,¢) pour désigner 'ensemble des sous-ensembles
d’arétes de G qui appartiennent & au moins un arbre couvrant de G de colit minimum. Par la
Remarque 26, chaque élément de (g ) induit une forét, mais on remarque qu’il peut exister des
foréts de G dont I’ensemble des arétes n’appartient pas a F(q ¢)-

Exercice 102 Soient G un graphe connexe et ¢ une fonction de coit sur les arétes de G. Montrer
que si tous les coits sont différents alors il existe un seul arbre couvrant de G de codt minimum.

Solution Puisque G est connexe, par la Remarque B3] il existe au moins un arbre couvrant de G
de cotlit minimum. Supposons que G posséde deux arbres couvrants différents de cotit minimum,
G1 = (V,E1) et Go = (V, Es). Puisque G; et Gy sont différents, il existe une aréte e; qui
appartient & l'un et pas a l'autre, on peut supposer que e; € Fy \ Fy. D’aprés 'Exercice [[01] il
existe une aréte es € Fs telle que G1 — e1 + eg et Go + e1 — eo soient des arbres couvrants de G.
Les arbres couvrants G et G étant supposés de colit minimum, on a

c(Gi—e1+e) > c(Gy),
c(G2+e1—e2) > c(Ga),
c(Gr—e1+e) = c(Gr)—cler)+ clea),
c(Ga+e1—ex) = c(G2)+cler) —clea),
d’ott
clea) > c(er),
cler) > c(eq)

Par conséquent, c(e1) = c(ez2), or e1 et eg sont distincts, ceci contredit ’hypothése de 'exercicg]
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Exercice 103 Soient G un graphe connexe et c une fonction de codt sur les arétes de G. Montrer
que si F' appartient a F(q ), Q est une coupe disjointe de F, et e est une aréte de coit minimum
dans @), alors l’ensemble obtenu en ajoutant l'aréte e a F appartient encore a F(q.c)-

Solution Soient G' un graphe connexe et ¢ une fonction de coiit sur ses arétes (F1G. [L69(a)).
Supposons que F'; @ et e vérifient ’hypothése de 1’énoncé avec Q = §(X) et e =uv ot u € X et
v eV \ X (Fig. [L6Y(b)). Puisque F € F(g ), il existe G' = (V, F’), un arbre couvrant de G de
colit minimum contenant toutes les arétes de F' (F1G. [L69(c)). Si e € F’, alors F U {e} C F’ et
donc F U {e} € F(g . Sinon, soit P une (u,v)-chaine de G’ (F1G. [L6(d)). Par I'Exercice 20 il
existe au moins une aréte f appartenant a la fois a la chaine P et a la coupe @ (F1G. [L69(e)).
Donc, f # e et d’aprés 'Exercice @9, G” := G’ +e — f est un arbre couvrant de G (F1G. [LGI(f)).
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FIGURE 1.69 — (a) Le graphe G et les cotits de ses arétes, (b) 'ensemble F' d’arétes, I'ensemble
X de sommets et aréte e = uv, (¢) un arbre couvrant G’ = (V, F’) de G de cot minimum, (d)
la (u,v)-chaine P de G’, (e) une aréte f € E(P)NQ, (f) Parbre couvrant G” de G, (g) F U {e}.

Puisque e est une aréte de @ de colit minimum et f est une aréte de @, ¢(f) > ¢(e). Donc
c(G") = c(G") +c(e)—c(f) < e(G'). De plus, G’ étant un arbre couvrant de G de cotit minimum,
on a ¢(G") < ¢(G"). Par conséquent, ¢(G') = ¢(G") et ainsi G” est aussi un arbre couvrant de G
de colt minimum. Puisque f appartient & @ qui est disjointe de F', on a que f n’appartient pas
a F, et de plus f # e, donc F'U {e} C E(G") d’ou F'U{e} € Fg, (Fic. [LEXg)). O

Exercice 104 Soient G un graphe connexe, ¢ une fonction de coit sur les arétes de G et e une
aréte de G. Montrer qu’il existe un arbre couvrant de codt minimum contenant e si et seulement
st il existe une coupe de G telle que e soit une aréte de coldt minimum dans cette coupe.

Solution Montrons d’abord que la condition est nécessaire. Supposons donc qu’il existe F',
un arbre couvrant de G de colit minimum, qui contient e. Par définition, 'aréte e appartient
a la coupe fondamentale @ associée & F' — e. Pour toute aréte f de @, d’aprés I"Exercice [@9]
F':=F — e+ f est un arbre couvrant de G et donc par ’hypothese sur F, ¢(F) — c(e) + ¢(f) =
¢(F") > ¢(F). Par conséquent, ¢(f) > c(e) et e est bien une aréte de cotit minimum dans Q.
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Montrons maintenant que la condition est suffisante. Supposons que e soit une aréte de coiit
minimum dans une coupe Q. Par 'Exercice [[03] appliqué & F = ) (qui est évidemment dans
f(G,C)), @ et e, on obtient que e € F(g,), en d’autres termes, l'aréte e appartient a un arbre
couvrant de G de colit minimum. m

ALGORITHME DE KRUSKAL (GLOUTON OPTIMISTE) :
EntriéE : Un graphe connexe G et une fonction de cotit ¢ sur les arétes de G.
Sortie : Un arbre couvrant F' de G de colit minimum.

Etape 0 : Prétraitement des données.
Trier les arétes de G par ordre de cott non-décroissant : c(e1) < c(e2) < ... < c(em).
Etape 1 : Initialisation.
FQ = (V, @)
Etape 2 : Construction de l’arbre.
Pour ¢ =1 a m faire :
si F;_1 + e; est une forét, alors F; := F;_1 + ¢,
sinon F; := F;_q.
Etape 3 : Fin de l’algorithme.
F.=F,,
STOP.

F1GURE 1.70 — Algorithme de Kruskal

Remarque 39 Pour un probleme d’optimisation, le principe d’un algorithme glouton est de
construire une solution pas & pas, en opérant & chaque étape le choix qui semble le meilleur a
cet instant, sans jamais revenir sur ces décisions, dans l’espoir d’obtenir une solution optimale.
Selon le probleme considéré ’algorithme glouton peut ou non produire une solution optimale.

Exercice 105 Ezécuter l’algorithme de Kruskal (F1G. [LTQ) sur le graphe de la F1G. [LT11

1 4 7 2

1 3 ) 2
F1GURE 1.71 — Graphe et fonction de cotit sur les arétes.

Solution A I'Etape 0 de I'algorithme de Kruskal, on peut choisir 'ordre des arétes représenté
sur la F1G. [L72] (On remarque que d’autres choix seraient possibles.)

1 13 17 5

2 9 |4 10 |1215(6 16|38

3 11 14 7

FIGURE 1.72 — Un ordre par colit non-décroissant des arétes du graphe de la FiG. [L711
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FIGURE 1.73 — Déroulement de I’Etape 2 de l'algorithme de Kruskal basé sur l'ordre de la FiG.
72

L’étape de construction de 'arbre basée sur cet ordre est illustrée dans la F1G. [L73] (On n’a
représenté que les itérations ou une aréte a été rajoutée.)
Le cotit de ’arbre couvrant obtenu est égal a 20. O

Exercice 106 Soient G un graphe connexe et ¢ une fonction de cott sur les arétes de G. Soient
€1,...,em un ordre des arétes de G par codt non-décroissant et F le graphe obtenu par [’algo-
rithme de Kruskal basé sur cet ordre. Montrer que l'aréte e; (1 < i < m) appartient a F si et
seulement si il existe une coupe de G dont e; est l'aréte d’indice minimum.

Solution Montrons d’abord que la condition est nécessaire. Supposons donc que 'aréte e; appar-
tient a F, ¢’est-a-dire que F; = F;_1 + ¢;. Il en découle, par la Remarque 31l qu’il existe X C V
tel que e; = dp,(X). Pour tout j < i, E(F;) C E(F;_1), donc dx;(X) = (). Supposons qu’il existe
J < i tel que e; € §g(X), alors, puisque 0p;_, (X) = 0, par la Remarque BI, Fj; = Fj_1 + ¢,
et donc e; € 0p;(X) = (), ce qui est impossible. Par conséquent, e; est d’indice minimum dans
da(X).

Montrons maintenant que la condition est suffisante. Supposons qu’il existe une coupe dg(X)
dont e; est ’aréte d’indice minimum. Puisque les arétes de F;_; sont d’indices plus petits que i, la
coupe 0f, , (X) est vide. Par conséquent, e; est une coupe de F;_; +¢;, et donc par la Remarque
BIl F; = F;_1 + e;. Puisque E(F;) C E(F), e; appartient a F. 0

Remarque 40 Soient G un graphe connezxe et ¢ une fonction de coit sur les arétes de G.
Soient e1,...,en un ordre des arétes de G par codt non-décroissant et F' le graphe obtenu par
Ualgorithme de Kruskal basé sur cet ordre. Par I’Exercice [100, pour toute coupe Q) de G, F
contient l'aréte d’indice minimum dans Q).

Exercice 107 (Justification de I’algorithme de Kruskal (F1c. [[.70))
Montrer que F' fourni par Ualgorithme de Kruskal est un arbre couvrant de G de codt mini-
mum.

Solution On commence par montrer que F' est un arbre couvrant de G. A I'Etape 1, Fy est
une forét, et donc a 'Etape 2, chaque Fj, en particulier F/(= F};,), est une forét aussi. Il reste a
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vérifier que F' est connexe. Pour cela, il suffit de montrer, par I’Exercice 28], que pour un sous-
ensemble quelconque X de sommets, on a [dp(X)| > 1. Puisque G est connexe, d’aprés I'Exercice
28 0 (X) est non-vide, et soit donc e; 'aréte d’indice minimum dans cette coupe (pour l'ordre
calculé a 'Etape 0). Par la Remarque @0, F' contient e;, et par conséquent, [0p(X)| > 1.
Maintenant il reste & prouver que F' est de colit minimum. Pour cela, on va démontrer
par récurrence sur 7 (0 < i < m), que l'ensemble Ej; des arétes de F; est dans Fg,). Pour
1=0,FEy=0¢ F(a,)- A lai-iéme itération de 'Etape 2 (1 <i <m), si on ne rajoute pas laréte
ei,alors B; = F;_1 € F(G,e)- Maintenant si I’aréte e; = uv est ajoutée a F;_1, alors, par I’Exercice
[106], il existe une coupe ) de G telle que ¢; est d’indice minimum dans ), et par définition de
l'ordre des arétes, e; est une aréte de cotit minimum dans (). Puisque F;_1 ne peut contenir que
des arétes d’indice plus petit que i, Q et F;_1 sont disjoints. D’aprés 'hypothése de récurrence
et par 'Exercice [03], F; = E;—1 U{e;} € Fq,)- ]

Exercice 108 Soient F' un graphe partiel d’un graphe G et c une fonction de codt sur les arétes
de G. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) F est un arbre couvrant de G de codt minimum,
(b) F est sans cycle et toute coupe @ de G posséde une aréte de coit minimum dans Q qui
appartient a F,
(c) F est un arbre et toute aréte f de F est une aréte de codt minimum dans la coupe
fondamentale de G associée a F — f.

Solution (a) implique (b) : On suppose que F' est un arbre couvrant de G de cotit minimum,
donc F' est bien sans cycle. Soient () une coupe quelconque de G et f une aréte de colit minimum
de Q. Si f appartient a F', alors (b) est bien vérifiée. On suppose donc que f n’appartient pas a
F. Soit Cy le cycle fondamental de F' 4 f. Puisque le cycle Cy contient une aréte de @ (I'aréte
f), par I'Exercice @3] il en contient une autre, notée e. D’aprés U'Exercice @9 F' := F + f —e
est aussi un arbre couvrant de G, donc par (a), ¢(F) < ¢(F') = ¢(F) + ¢(f) — c(e), c’est-a-dire,
c(e) < c¢(f), et puisque f est une aréte de cotit minimum dans @, e 'est également. De plus, e
est une aréte de Uy différente de f, donc e appartient a F.

(b) implique (c) : Par (b) et 'Exercice 28] F' est connexe et sans cycle, F' est donc un arbre.
Soient f une aréte quelconque de F' et Q la coupe fondamentale de G associée a F' — f. Par (b),
F contient une aréte de cofit minimum de )¢ or f est la seule aréte de F' qui appartient a Q.

(c) implique (a) : Nous présentons deux démonstrations différentes de cette implication.

Premiére démonstration : L’arbre F peut étre obtenu a partir du graphe (V, ) en rajoutant les
arétes de I’ une a une dans un ordre quelconque eq,...,e,_1. Soient Fyy = () et F; = F;_1 + ¢;
pour i = 1,...,n — 1. On va démontrer par récurrence sur i (0 < i < n — 1), que ’ensemble
F; est dans F(g ). Pour i = 0, Fp = 0 e F(@,c)- Supposons que F;_1 € Fg,) pour i > 1. Par
(c), laréte e; est de coit minimum dans la coupe fondamentale @, de G associée a F' — e; ; par
la Remarque B2 F;_; et Q., sont disjoints; donc par I'Exercice 03] F; = Fi_1 U {e;} € F(G,e)-
Par conséquent, il existe un arbre de colit minimum qui contient toutes les arétes de F;,_1, or
(V,F,—_1) est égal & F' qui est un arbre; F est donc un arbre couvrant de G de cotit minimum.

Deuzieme démonstration : Soit F’ un arbre couvrant de G de colit minimum tel que le nombre
d’arétes en commun avec F' soit maximum. Si F' = F”, alors F est un arbre couvrant de G de
colit minimum. Supposons donc que F et F’ sont distincts. Par (c), F est un arbre, il a donc
par I'Exercice RH, le méme nombre d’arétes que F’; il existe alors une aréte f de F' qui n’est pas
dans F’. Soient @y la coupe fondamentale de G associée a F' — f et C’} le cycle fondamental de
F' + f. Puisque le cycle C’} contient une aréte de Qs (I'aréte f), par I'Exercice 43} il en contient
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une autre, notée e. Par (c), f est une aréte de cotit minimum dans Q¢ ; or e € Q, on a donc

(f) < cfe). (1.5)

D’aprés I'Exercice @9 F” := F' + f — e est aussi un arbre couvrant de G. Puisque F’ est un
arbre couvrant de G de cotiit minimum et par (I5), on obtient

o(F') < e(F") = e(F') + elf) — ele) < ().

Par conséquent, ¢(F') = ¢(F") et F” est un arbre couvrant de G de cotit minimum. Or e est une
aréte de @ différente de f; par la Remarque B2] f est I'unique aréte de F' qui appartient a Q7 ;
et donc e n’appartient pas a F. En conclusion, F” est un arbre couvrant de G de cotit minimum
ayant une aréte de plus que F’ en commun avec F ; ce qui est une contradiction. O

Exercice 109 Soient F' un graphe partiel d’un graphe G et ¢ une fonction de codt sur les arétes
de G. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) F est un arbre couvrant de G de codt minimum,
(b) F est connezxe et pour tout cycle C de G, il existe une aréte de codt mazimum dans C
qut n’appartient pas a F,
(c) F est un arbre et toute aréte e de G qui n’est pas dans F' est une aréte de colt mazimum
dans le cycle fondamental de F + e.

Solution (a) implique (b) : On suppose que F' est un arbre couvrant de G de coiit minimum,
donc F' est connexe. Soient C' un cycle quelconque de G et e une aréte de colit maximum de
C. Si e n’appartient pas a F, alors (b) est bien vérifiee. On suppose donc que e appartient a F.
Soit Qe la coupe fondamentale de G associée & F' — e. Puisque la coupe Q. contient une aréte
de C, I'aréte e, par 'Exercice 43 elle en contient une autre, notée f. D’aprés la Remarque [12]
F’ := F —e+ f est aussi un arbre couvrant de G, donc par (a), ¢(F) < ¢(F') = ¢(F)—c(e)+c(f),
c’est-a-dire, c(e) < ¢(f), et puisque e est une aréte de coiit maximum dans C, f l'est également.
De plus, f est une aréte de Q. différente de e, donc f n’appartient pas a F.

(b) implique (c) : Par (b), F' est connexe et de plus sans cycle, puisque E(G)\ E(F) intersecte
tous les cycles de G ; F est donc un arbre. Soient e une aréte quelconque de G qui n’appartient
pas & F et C. le cycle fondamental de F' + e. Par définition, e est la seule aréte de C. qui
n’appartient pas & F' et donc par (b), c’est une aréte de C, de colit maximum.

(c) implique (a) : Soient f une aréte quelconque de F' et Q la coupe fondamentale de G
associée a I' — f. On rappelle que f est la seule aréte de F' qui appartient a ()y. Supposons que
Qf # {f}. Soient e une aréte quelconque de Q distincte de f et C, le cycle fondamental de
F+e. On remarque que C, existe car e n’est pas dans F' et que toutes les arétes de C,. différentes
de e sont dans F. Puisque e appartient a la fois & C, et & Q ¢, par 'Exercice [43] il existe une aréte
qui appartient a la fois & C, — e et Qy, donc & F et Qy, donc c’est I'aréte f. Ainsi on a obtenu
que l'aréte f est dans C, et par (c), on a c(e) > ¢(f). Puisque cette inégalité est valable pour
toutes les arétes e de 0y, f est une aréte de cotit minimum dans @ y. On a donc démontré que la
condition (c) de 'Exercice est vérifiée, et alors par I’Exercice [I08 F' est un arbre couvrant
de G de cofit minimum. ]

Remarque 41 FEn interchangeant minimum et maximum dans les trois conditions de [’énoncé
de I’FExercice [108 ou 109, les trois nouvelles conditions sont toujours équivalentes.

Exercice 110 Soient F' un graphe partiel d’un graphe G et ¢ une fonction de codt sur les arétes
de G. Montrer que F est un arbre couvrant de G de codt minimum si et seulement si il existe
une exécution de l’algorithme de Kruskal qui construit F.
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Solution Montrons d’abord que la condition est nécessaire. Soit donc F' un arbre couvrant de
G de colit minimum.

Le seul choix que l'on puisse faire lors de ’exécution de l'algorithme de Kruskal concerne
l'ordre attribué aux arétes de méme cotit a I'étape 0. Soient ¢1 < co < -+ < ¢ les différentes
valeurs des cotts des arétes de G et E; 'ensemble des arétes de G de coiit égal a¢; (1 <i <k). Il
existe une exécution de I’étape 0 pour laquelle 'ordre ey, ..., e, obtenu est tel que pour chaque
i=1,...,k, les arétes de E; N E(F') sont placées avant celles de E; \ E(F).

Soient f une aréte quelconque de F' et Q¢ la coupe fondamentale de G associée a F' — f.
Puisque F' est un arbre couvrant de G de colit minimum, par I’Exercice [[08 f est une aréte
de colit minimum dans @y et de plus elle est la seule aréte de I’ qui appartient & Q. Par
la construction de I'ordre, f est donc I'aréte d’indice minimum dans Q. Par I'Exercice [106]
I’algorithme de Kruskal basé sur cet ordre construira F'.

Montrons maintenant que la condition est suffisante. Supposons qu’il existe une exécution de
l’algorithme de Kruskal qui construit F. D’aprés I’Exercice [[07 F' est un arbre couvrant de G
de cotit minimum. 0

Exercice 111 Soient F' un arbre couvrant d’un graphe G et ¢ une fonction de codt sur les arétes
de G. On suppose que pour toute aréte f de F, il existe une coupe de G dont f est une aréte de
codt minimum. Peut-on en conclure que F est un arbre couvrant de G de codt minimum ?

Solution La réponse est non, comme le montre I'exemple suivant. Soient G le graphe complet a
3 sommets dont deux arétes sont de coiit 2 et la troisiéme de coiit 1, et F' I’arbre couvrant de G
constitué des deux arétes de cotit 2. La condition est satisfaite puisque ces deux arétes forment
une coupe dans laquelle elles sont de cotit minimum. En remplagant une des arétes de F' par
I’aréte de cotlit 1, on obtient un arbre couvrant de G de cofit inférieur a celui de F', donc F n’est
pas de cotit minimum. 0

ALGORITHME DE PRIM :
EntrEE : Un graphe connexe G = (V, E) et une fonction de cotit ¢ sur E.
Sortie : Un arbre couvrant F' de G de coit minimum.

Etape 1 : Initialisation.
Choisir v; € V, Vi := {v1}, By := 0, n := |V].
Etape 2 : Construction de l’arbre.
Pour i =1 an — 1 faire :
choisir e; € d¢(V;) de colit minimum,
viy1 = U'extrémité de e; dans V' \ V;,
Vi1 == Vi U{vipa }
E;,:=FE,_1U {el}
Etape 3 : Fin de l’algorithme.
Fi=(V,Eq1),
STOP.

FI1GURE 1.74 — Algorithme de Prim

Exercice 112 Ezécuter l’algorithme de Prim (FiG. [LT4]) sur le graphe de la F1G. [T
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FI1GURE 1.75 — Déroulement de 'Etape 2 de l'algorithme de Prim

Solution A I’Etape 1, on peut choisir le sommet le plus haut & gauche dans la Fi1G. [L71] comme
sommet v1. A 'Etape 2, la construction de 'arbre est illustrée dans la Fi1G.[L.75l A I'Etape 3, le
colit de I'arbre couvrant obtenu est égal a 20. O

Exercice 113 (Justification de I’algorithme de Prim (Fic. [[.74]))

(a) Montrer qu’a la i-iéme itération de ’Etape 2, laréte e; existe pour 1 < i <mn — 1.

(b) Montrer que (Vi+1, E;) est un arbre pour 0 <i <n — 1.

(¢c) Montrer que E; € Fg ) pour 0 <i<n—1.

(d) En déduire que F fourni par lalgorithme de Prim est un arbre couvrant de G de coit
minimum.

Solution (a) Puisque G est connexe et () # V; # V| par 'Exercice 8 dg(V;) # 0, et donc e;
existe.

(b) On va procéder par récurrence sur ¢ (0 < i < n —1). Pour i = 0, Ey = 0, et ({v1},0)
est un arbre. Supposons maintenant que la propriété est vraie pour ¢ — 1 > 0, c’est-a-dire que
(Vi, Ei—1) est un arbre. Puisque (V; 11, F;) est obtenu a partir de (V;, F;_1) en ajoutant le sommet
vi11 et Paréte e; entre v; 41 et V;, par I'Exercice B3] (V; 11, E;) est un arbre; la propriété est vraie
pour i.

(c) On va procéder par récurrence sur i (0 < i < n—1). Pour i = 0,Ey = 0 € Fg)-
Supposons maintenant que la propriété est vraie pour ¢ —1 > 0, c’est-a-dire que E;_1 € F(g ¢).
Par (b) pour i — 1, E;—1 N dg(V;) = 0, de plus e; est une aréte de dg(V;) de coit minimum, et
donc, par 'Exercice[[03] on a E; = E;—1 U{e;} € F(a,c); la propriété est vraie pour i.

(d) Par (b) et (c) pour i =n — 1, F est un arbre couvrant de G de coiit minimum. 0

Exercice 114 Ezécuter l’algorithme glouton pessimiste (F1G. [LTQ) sur le graphe de la FIG.
L

Solution A I'Etape 0 de l'algorithme glouton pessimiste, on peut choisir I'ordre des arétes
représenté sur la F1G. [LT7 (On remarque que d’autres choix seraient possibles.)

L’étape de construction de l'arbre est illustrée dans la F1G. [LT8 (On n’a représenté que les
itérations ol une aréte a été supprimée.)

Le cotit de ’arbre couvrant obtenu est égal a 20. O
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ALGORITHME GLOUTON PESSIMISTE :
EntrEE : Un graphe connexe G et une fonction de cotit ¢ sur les arétes de G.
Sortie : Un arbre couvrant F' de G de cotit minimum.

Etape 0 : Prétraitement des données.
Trier les arétes de G par ordre de cotit non-croissant : c(e1) > c(e2) > ... > c(ep).
Etape 1 : Initialisation.
F(] =G.
Etape 2 : Construction de l’arbre.
Pour i =1 a m faire :
si F;_1 — e; est connexe, alors F; := F;_1 — ¢,
sinon F; := F;_.
Etape 3 : Fin de l’algorithme.
F .= F,,
STOP.

FI1GURE 1.76 — Algorithme glouton pessimiste

17 5 1 13

16 9 1478 |6 73 (12,79 |10

15 7 4 11

FIGURE 1.77 — Un ordre par colit non-croissant des arétes du graphe de la Fi1G. [LT11

Exercice 115 (Justification de I’algorithme glouton pessimiste (F1G. [[.70]))
Montrer que F construit par l'algorithme glouton pessimiste est un arbre couvrant de G de
codt minimum.

Solution L’algorithme glouton pessimiste construit un graphe F' & partir de G en supprimant
des arétes. On remarque que, d’aprés I’Exercice BIl pour chaque cycle C de G, l'aréte de C, qui
est la premiére dans l'ordre calculé a 'Etape 0, est supprimée & 'Etape 2 de I'algorithme. Il en
résulte que F est sans cycle. Par le principe de construction, F' contient tous les sommets de G
et est connexe, c¢’est donc un arbre couvrant de GG. Notre remarque implique de plus que toute
aréte e de G qui n’est pas dans F' est une aréte de colit maximum dans le cycle fondamental de
F + e. Par 'Exercice [I09, F' est un arbre couvrant de G de colit minimum. N

Exercice 116 (Justification de l’algorithme glouton optimiste général (F1c. [[.79]))
Montrer que le graphe F' construit par lalgorithme glouton optimiste général vérifie les pro-
PTiétés suivantes.
(a) F est sans cycle,
(b) F contient une aréte de coit minimum de chaque coupe de G,
(c) F est un arbre couvrant de G de codt minimum.

Solution (a) On montre par récurrence que F; pour i = 0,1,...,m est sans cycle. Pour i = 0,
cette propriété est bien vérifiée, en effet Fyy défini & 'Etape 1 n’a aucune aréte. Supposons que
F;_1 soit sans cycle, montrons que F; l'est aussi.

Si F;_1 + e; ne contient pas de cycle, alors F; qui lui est égal, non plus.

S’il existe un cycle C; dans F;_1 + e;, alors e; relie deux sommets distincts d’une composante
connexe K de F;_1. Puisque F;_1 est sans cycle, K est un arbre et alors par la Remarque 27, C;



78 CHAPITRE 1. GRAPHES NON ORIENTES

(1) (2) (3)

(4) (5) (6)

— 0—./ r—-9

(7) (8)

FIGURE 1.78 — Déroulement de I’Etape 2 de 'algorithme glouton pessimiste basé sur 'ordre de
la Fic. [LT7

est I'unique cycle de K + e;, et donc de Fj_1 + ¢;, et ainsi en supprimant e] qui est dans C;, on
obtient un graphe F; sans cycle.

(b) Supposons par I'absurde que cette propriété n’est pas vérifiée. Soit donc @ une coupe de
G dont F ne contient aucune aréte de colit minimum. On remarque que, au cours de 'algorithme,
pour i = 1,...,m, Paréte e; est rajoutée a F;_1 et qu’elle est éventuellement supprimée d’un
certain I} pour j > i — 1. Nous avons donc supposé que toutes les arétes de colit minimum de
@ ont été supprimées. Soit j le plus grand indice tel que Fj = Fj_1 +e€; — e; ou €] est une aréte
de colit minimum de @. Dans ce cas e;f appartient au cycle C; de Fj_1 + ej. Par 'Exercice 45|
Q) contient une aréte ¢, différente de e; appartenant a Cj; et donc a Fj;. Puisque e; est de coit
maximum dans C; et de cotit minimum dans @, on a c(ey) < c(e}) < c(ex) et donc ey, est de cott
minimum dans (. Par la définition de @), e, n’est pas dans F,, c’est-a-dire qu’elle a été supprimée
et donc il existe un indice [ > j tel que e;, = e; ce qui contredit notre hypothése sur j.

(c) Par (a), (b) et I'Exercice [I08], F' est un arbre couvrant de G de cott minimum. 0

Exercice 117 (Justification de I’algorithme glouton pessimiste général (F1G. [[.80)
Montrer que le graphe F construit par l’algorithme glouton pessimiste général vérifie les pro-
priétés sutvantes.
(a) F est conneze,
(b) pour tout cycle C de G, il existe une aréte de coit mazimum dans C' qui n’appartient pas
a F,
(c) F est un arbre couvrant de G de codt minimum.

Solution (a) On montre par récurrence que F; pour ¢ = 0,1,...,m est connexe. Pour i = 0,
cette propriété est bien vérifiée, en effet Fy défini & 'Etape 1 est égal & G qui est connexe.
Supposons que F;_1 soit connexe et montrons que F; est connexe lui aussi.

S’il existe une coupe @); de G disjointe de F;_1 — e;, alors puisque F;_; est connexe, par la
Remarque M2 F;_1 — e; a deux composantes connexes et @Q; est égal a 'ensemble des arétes de
G entre ces deux composantes connexes. Puisque €] est une aréte de );, par la Remarque 12 F;
qui est obtenu a partir de F;_1 — e; en rajoutant e; est connexe.

S’il n’existe pas de coupe de G disjointe de F;_1 — e;, alors par I'Exercice 28 F; qui est égal
a F;_1 — e;, est connexe.
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ALGORITHME GLOUTON OPTIMISTE GENERAL :
EntrEE : Un graphe connexe G et une fonction de cotit ¢ sur les arétes de G.
Sortie : Un arbre couvrant F' de G de coit minimum.

Etape 0 : Prétraitement des données.
Prendre un ordre quelconque des arétes de G : e1,e2,...,€m.
Etape 1 : Initialisation.
F(] = (V, @)
Etape 2 : Construction de l’arbre.
Pour i =1 a m faire :
s’il existe un cycle C; dans F;_1 + ¢;, alors
soit €] une aréte de cotit maximum de Cj,
F,:=F,_1+e¢ —e€,

sinon F; .= F;_1 + e;.
Etape 3 : Fin de l’algorithme.
F .= F,,
STOP.

FI1GURE 1.79 — Algorithme glouton optimiste général

(b) Supposons par ’absurde que cette propriété n’est pas vérifiée. Soit donc C' un cycle de G
dont F' contient toutes les arétes de colit maximum. On remarque que, au cours de 'algorithme,
pour ¢ = 1,...,m, laréte e; est supprimée de F;_; et qu’elle est éventuellement rajoutée & un
certain I pour j > ¢ — 1. Nous avons donc supposé que toutes les arétes de colit maximum de
C ont été rajoutées. Soit j le plus grand indice tel que F; = Fj_1 —e; + e;f ou e; est une aréte de
colit maximum de C. Dans ce cas e; appartient a la coupe @); de G disjointe de Fj_; — e;. Par
I’Exercice M5 C' contient une aréte ey, différente de e;f appartenant a (); et donc pas a Fj. Puisque
ej est de colit maximum dans C et de cofit minimum dans Q;, on a c(ex) < c(ef) < c(eg) et
donc ey est de cotit maximum dans C. Par la définition de C, e est dans F, c’est-a-dire qu’elle
a été rajoutée et donc il existe un indice [ > j tel que e, = e] ce qui contredit notre hypothese
sur j.

(c) Par (a), (b), et I'Exercice [[09] F est un arbre couvrant de G de cotit minimum. 0

Exercice 118 Soient F' une forét d’un graphe connexe G et ¢ une fonction de coit sur les arétes
de G. Proposer un algorithme qui trouve, parmi les arbres couvrants de G contenant les arétes
de F, un arbre de codt minimum.

Solution Par la Remarque B3l on peut supposer que c(e) > 0 pour toute aréte e de G. On pose

d(e) = { 0 siceB(F),

cle) siee E(G)\ E(F).

On exécute I’algorithme de Kruskal sur G' muni de la fonction de cotit ¢’; et soit T arbre couvrant
de G ainsi obtenu. Puisque F est une forét dont les arétes sont de ¢’-cotit nul et que les autres
arétes de G sont de ¢-cofits strictement positifs, toutes les arétes de F' appartiennent a 7. Il
reste & montrer que si 7" est un arbre couvrant quelconque de G contenant les arétes de F', alors
c(T) < ¢(T"). Par la définition de ¢/, pour tout sous-ensemble E’ d’arétes de G contenant les
arétes de F', on a

(B = (E)—c(F). (1.6)
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ALGORITHME GLOUTON PESSIMISTE GENERAL :
EntrEE : Un graphe connexe G et une fonction de cotit ¢ sur les arétes de G.
Sortie : Un arbre couvrant F' de G de coit minimum.

Etape 0 : Prétraitement des données.
Prendre un ordre quelconque des arétes de G : e1,e0,...,€n.
Etape 1 : Initialisation.
F(] =G.
Etape 2 : Construction de l’arbre.
Pour i =1 a m faire :
s’il existe une coupe @; de G disjointe de F;_1 — e;, alors
soit €] une aréte de colit minimum de @),
Fy:=F_1 —e+e;,

sinon F; := F;_1 — e;,
Etape 3 : Fin de l’algorithme.
F .= F,,
STOP.

F1GURE 1.80 — Algorithme glouton pessimiste général

Par I’Exercice [I07] T est un arbre couvrant de G de ¢/-cotit minimum, on a donc
(T) < (1)
et ainsi par (L),

oT) = d(T)+c(F)
< d(T) + c(F)
= C(T,)7

ce qu’'on a voulu démontrer. O

Exercice 119 Soient G un graphe connexe, F' un arbre couvrant de G et ¢ une fonction de coit
sur les arétes de G. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) F est un arbre couvrant de G de coit mazimum,
(b) pour chaque paire u,v de sommets de G, l'unique chaine de F entre u et v est une
(u,v)-chaine de capacité mazimum dans G.

Solution (a) implique (b) : Soient G un graphe connexe et ¢ une fonction de cott sur les arétes
de G (F1c. [[3] (a)). Supposons que F' un arbre couvrant de G de coiit maximum (F1a. [[L8]]
(b)). Nous allons montrer que F' vérifie (b). Soient u et v deux sommets de G, P I'unique chaine
de F entre u et v, et e une aréte de P dont le coiit est égal a la capacité de P (F1G. [L&]] (¢)).
Soit dg(X) la coupe fondamentale de G associée a F' — e (FiG. [L8] (d)). Remarquons que X
contient exactement un des deux sommets u et v.

Considérons maintenant une (u, v)-chaine quelconque P’ de G (F1G.[L&1] (e)). Par I'Exercice
20, il existe une aréte f de P’ qui est dans dg(X) (Fia. [LT] (f)). D’aprés la Remarque ] et
I’Exercice [I08] I'aréte e est de cotit maximum dans 6g(X) et ainsi ¢(f) < c(e). Puisque f est
une aréte de P’ la capacité de P’ est inférieure ou égale a ¢(f), et donc inférieure ou égale a c(e)
qui est la capacité de P. On en conclut que P est de capacité maximum parmi ’ensemble des
(u, v)-chaines de G.
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FIGURE 1.81 — (a) Le graphe G et les colts de ses arétes, (b) un arbre couvrant F' de G de
colit maximum, (c) la chaine P de F entre u et v et 'aréte e de P de cotit minimum, (d) la
coupe fondamentale dg(X) de G associée & F — e, (e) une (u,v)-chaine P’ de G, (f) l'aréte f
appartenant a P’ et & dg(X).

(b) implique (a) : Soit uv une aréte de G qui n’appartient pas a F. Soit P la chaine de F'
entre u et v. Par (b), la capacité de P est supérieure ou égale a la capacité de la chaine constituée
de laréte uv. Par conséquent, le cotit de chaque aréte de P est supérieur ou égal a c(uv). Par
I’Exercice [I09] F' est un arbre couvrant de G de coit maximum. O

Exercice 120 Soit G = (V, E) un graphe connexe. Soit rg : V x V. — N la fonction symétrique
définie par
ra(u,v) =min{dg(X): X CViue X,v e V' \ X}.

(a) Montrer qu’il existe un arbre T = (V,F) et une fonction ¢ de coat sur F tels que pour
chaque paire u,v de sommets de T, l'unique chaine de F entre u et v soit de capacité
égale a rg(u,v).

(b) En déduire que la fonction rg prend au plus |V| — 1 valeurs différentes.

Solution (a) Soit G = (V, E) un graphe connexe (FIG. (a)). Remarquons que si un tel
arbre T existe, alors, puisque la capacité d’'une chaine composée d’une seule aréte est égale au
cotit de cette aréte, on a pour chaque aréte ab de T, ¢(ab) = rg(a,b). Par conséquent, on définit
la fonction de cofit ¢ sur les arétes du graphe complet Ky sur V' (FIG. (b)) par

c(ab) = rg(a,b) pour toute aréte ab de K|y |. (1.7)

Soit T' = (V, F') un arbre couvrant de Ky de coiit maximum (FIG. (c)). Nous allons
montrer que T' convient. Soient u et v deux sommets quelconques de T'. Si 'aréte uv € F, alors
par définition de c¢ et par la remarque ci-dessus, la propriété est vérifiée. On suppose donc que
uv ¢ F.

Par définition de r¢, il existe un sous-ensemble X de V' (F1G. (d)) tel queuw € X,v € V\X
et

dg(X) = rg(u,v).

De plus, par (1),

ra(u,v) = c(uv).
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FIGURE 1.82 - (a) Le graphe G, (b) le graphe K|y et les cotits de ses arétes, (c) un arbre couvrant
T de K)y| de coit maximum, (d) un ensemble X qui définit r¢(u,v), (e) la chaine P et une aréte
e de P de coit minimum, (f) Paréte zy.

Soient P la chaine unique de T entre u et v et e une aréte de P dont le colit est égal & la
capacité de P (F1G. (e)). D’apres la Remarque [1] et I’Exercice [[09], uv est de cotiit minimum
dans le cycle P + uv et donc

c(uv) < c(e).

Par I’Exercice B3] le cycle fondamental P + uv de T + uv contient une aréte xzy de la coupe
07 4up(X) telle que z € X,y € V\ X et zy # uv (FIG. (f)). Puisque la capacité de P est
c(e) et zy est une aréte de P, on a

c(e) < c(zy).

Or par (L7),
c(zy) = ra(z,y).

Enfin, par définition de rg, on a

ra(z,y) < dg(X).

Le premier et le dernier terme de la concaténation des inégalités précédentes sont égaux ; ceci
implique qu’on a égalité partout, en particulier la valeur r¢(u,v) est égale a la capacité c(e) de
P.

(b) Par (a), il existe un arbre T" = (V, F') et une fonction ¢ de coit sur F' tels que pour
chaque paire u,v de sommets de 7', 'unique chaine de T entre uw et v soit de capacité égale &
ra(u,v). Or par définition, la capacité d’une chaine de T est égale au cotit d'une de ses arétes.
Puisque par I’Exercice [R5 le nombre d’arétes de T est égal a |V| — 1, la fonction r prend au plus
|V| — 1 valeurs différentes. 0

Exercice 121 On considére le graphe G avec fonction de codt sur les arétes indiqué sur la FI1G.
LSl
(a) Exécuter l'algorithme de Kruskal pour trouver un arbre couvrant de G de colt minimum.
(b) Montrer qu’aucun arbre couvrant de G de codt minimum ne contient l’aréte e indiquée
sur la F1G. L83l
(c) Déterminer un arbre couvrant de G contenant e qui soit de codt minimum.
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(d) De quelle valeur minimum doit-on diminuer le coit de l’aréte e pour qu’il existe un arbre
couvrant de G de codt minimum qui contienne e?

3
2 1 2
3 1 1 3
2 1 2
3

FIGURE 1.83 — Graphe, fonction de cofiit sur les arétes et I’aréte e.

Solution (a) En exécutant l’algorithme de Kruskal on peut trouver l'arbre couvrant de G de
cotit 11 indiqué sur la F1G. [[L84[(a). (On remarque qu’il existe d’autres arbres couvrants de G de
méme cott.)

3
2 1 2 2 1 2
3 1 1 3 3 1 1 3
2 1 2 2 1 2
3 3

FIGURE 1.84 — (a) Un arbre couvrant de G de cotit minimum, (c¢) un arbre couvrant contenant
e de colit minimum.

(b) Nous présentons trois démonstrations différentes.

Premiére démonstration : Supposons par I’absurde qu’il existe un arbre couvrant F' de G de coftit
minimum qui contient 'aréte e. D’aprés (a), ¢(F') = 11 et comme c(e) = 3, la somme des coiits
des arétes de F' — e est 8. Par I’Exercice B3] F'— e a 6 arétes. Puisque les cotits sont 1, 2 ou 3 et
qu’il y a quatre arétes de cotit 1, la seule possibilité est que F' — e ait ces quatre arétes (et deux
de cott 2), mais c’est une contradiction car celles-ci forment un cycle.

Deuzxiéeme démonstration : Puisque les arétes de GG de coftits 1 ou 2 forment un graphe partiel de G
connexe, toute exécution de I'algorithme de Kruskal construira un arbre couvrant de G constitué
uniquement de telles arétes. Par 'Exercice [[08] les arétes de cofit 3, en particulier 'aréte e, ne
sont donc dans aucun arbre couvrant de G de cofit minimum.

Troisiéme démonstration : Considérons le cycle C' de longueur 4 et de cotit 8 qui contient I'aréte
e. (C'est le carré supérieur dans la F1G. [[83l) Dans ce cycle 'aréte e est I'unique aréte de cott
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maximum. Par ’Exercice 45 chaque coupe de G contenant e contient une autre aréte de C. En
conclusion il n’existe pas de coupe de G dont e est une aréte de colit minimum. D’aprés I’Exercice
[I04], aucun arbre couvrant de G de coiit minimum ne contient 1'aréte e.

(c) Par la réponse a la question (a), le coiit minimum d’un arbre couvrant de G est 11. Par
(b), il n’y a pas d’arbre couvrant de G contenant e de coit 11. Or les cotts des arétes sont
entiers, et donc l'arbre de la F1G. [L84{c), qui est de coiit 12, est bien de cotit minimum parmi
les arbres couvrants de G contenant e.

(d) En diminuant de € le cott de l'aréte e, on diminue de ¢ le cotit des arbres couvrants
de G contenant e et on ne modifie pas celui des arbres couvrants de G ne contenant pas e. Par
les réponses aux questions (a) et (c), le coit minimum d’un arbre couvrant de G est 11 et celui
d’un arbre couvrant de G contenant e est 12. Par conséquent, la valeur minimum dont il faut
diminuer le colit de l'aréte e est égale a 1. 0

Soient G = (V, E) un graphe, S un sous-ensemble non-vide de V. Un S-connecteur de G
est un graphe partiel de G dans lequel, pour tout sommet v, il existe un sommet de S relié par
une chaine & v. Une S-forét de GG est un graphe partiel de G qui est une forét dont chaque
composante connexe contient exactement un sommet de S.

Remarque 42 Un graphe partiel de G est un S-connecteur de G si et seulement si chacune
de ses composantes connexes contient au moins un sommet de S. Par conséquent, dans G, une
S-forét est un S-connecteur.

Exercice 122 Soient G = (V, E) un graphe connexe, ¢ une fonction de cott strictement positive
sur les arétes de G et S un sous-ensemble non-vide de sommets de G. Le but de l’exercice est de
trouver un S-connecteur de G de c-cott minimum.

(a) Montrer qu’un S-connecteur de G contient une S-forét de G.
(b) Soit F' un sous-ensemble d’arétes de G. Montrer que G(F) est un S-connecteur de G de
c-codt minimum si et seulement st G(F) est une S-forét de G de c-colt minimum.

Soit G' le graphe obtenu a partir de G en rajoutant un nouveau sommet z et un ensemble Z de
nouvelles arétes sz pour tout sommet s € S. On définit la fonction de cott ¢ sur les arétes de
G’ qui conserve les coiits des arétes de G et qui attribue un codt nul aux nouvelles arétes.

(c) Montrer que l’ensemble des arétes d’un arbre couvrant de G' de ¢ -codt minimum est égal
a la réunion de Z et de 'ensemble des arétes d’une S-forét de G.

(d) Soit F' un sous-ensemble d’arétes de G'. Montrer que G'(F") est un arbre couvrant de
G’ de d-coit minimum si et seulement si F' est égal a la réunion de Z et de l’ensemble
des arétes d’une S-forét de G de c-cotdt minimum.

(e) En conclure que si G'(F") est un arbre couvrant de G' de ¢’ -cott minimum alors G(F'\ Z)
est un S-connecteur de G de c-codt minimum.

(f) Trouver un S-connecteur de G de c-coit minimum pour l'exemple de la F1G. 248

Solution (a) Soit G(F) un S-connecteur de G. On peut choisir F' C F qui induit un S-
connecteur minimal de G, c’est-a-dire qu’aucun sous-ensemble propre de F’ n’induit un S-
connecteur de G. On va montrer que G(F”) est une S-forét de G.

Si G(F’) contenait un cycle C, alors par 'Exercice BI] en supprimant une aréte quelconque e
de C, les ensembles de sommets des composantes connexes de G(F”\ {e}) resteraient inchangés
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FIGURE 1.85 — Le graphe G, les cotits de ses arétes et ’ensemble de sommets S.

et donc G(F"\ {e}) serait un S-connecteur de G, ce qui est une contradiction. Par conséquent,
G(F") est une forét.

Puisque G(F") est un S-connecteur de G, chaque composante connexe de G(F”) contient au
moins un sommet de S. Supposons qu’il en existe une, notée K, contenant deux sommets s et s’
de S. Soit e une aréte appartenant a la chaine reliant s et s’ dans K. Puisque K est un arbre, par
la Remarque B0l K — e est une forét ayant deux composantes connexes K et K. De plus, une
des deux contient s et I'autre s’ car en enlevant I'aréte e on a détruit la seule chaine entre s et
s’. Or les composantes connexes de G(F’ \ {e}) sont les mémes que celles de G(F’) a 'exception
de K qui est remplacée par K et Ko, et donc G(F’\ {e}) est un S-connecteur de G, ce qui est
une contradiction. Par conséquent, G(F’) est bien une S-forét de G.

(b) Soient G(F;) un S-connecteur de G de c-coit minimum et G(F3) une S-forét de G de
c-cotit minimum. Par la Remarque d2] G(F3) est un S-connecteur de G, et ainsi, puisque G(F1)
est de c-colit minimum, on a

C(Fl) < C(FQ).

Par (a), G(F}) contient une S-forét G(F3) de G, et ainsi, puisque G(F») est de c-colit minimum,
on a
C(FQ) < ¢(F3).

Puisque les c-colits sont strictement positifs et que F3 C F1, les deux inégalités précédentes
impliquent que F3 = Fj et donc que ¢(F1) = ¢(F»). Par conséquent, le c-coiit minimum d’un S-
connecteur de G est égal au c-coit minimum d’une S-forét de G. En conclusion, G(F1) = G(F3)
est une S-forét de G de c-coiit minimum et G(F») est un S-connecteur de G de c-cotit minimum,
ce qui donne les conditions respectivement nécessaire et suffisante de (b).

(c) Soit G'(F') un arbre couvrant de G’ de ¢’-coit minimum. Par I'Exercice [I10] il existe
une exécution de l'algorithme de Kruskal qui construit 'arbre couvrant G'(F’) de G’. Puisque,
dans G’ les arétes de G sont de ’-cofit strictement positif et celles dans Z sont de ¢/-cotit nul, a
I’étape de pré-traitement des données de l'algorithme de Kruskal, les arétes de Z seront placées
avant toutes les autres. Or G'(Z) est une forét et donc a I'étape de la construction de l'arbre,
toutes les arétes de Z seront ajoutées, autrement dit Z C F”.

En supprimant le sommet z de 'arbre G'(F”’) on obtient une forét G'(F') — z = G(F' \ Z).
Chaque composante connexe de cette forét contient au moins un voisin de z dans G’, puisque
G'(F") est connexe, et au plus un, puisque G'(F”) est sans cycle, donc exactement un. Or I'en-
semble des voisins de z dans G’ est égal & S, et par conséquent, G(F'\ Z) est une S-forét de G;
ceci termine la démonstration de (c).
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(d) Soient G'(F’) un arbre couvrant de G’ de ¢’-cotit minimum et G(F') une S-forét de G de
c-colit minimum. Par (c), G(F'\ Z) est une S-forét de G. Puisque G(F') est de c-colit minimum
et que les arétes de Z sont de ¢’-cotit nul, on a

c(F)<c(F'\Z)=/{(F).

Par ailleurs, puisque chaque composante connexe de G(F') contient exactement un sommet de
S et donc exactement un voisin de z dans G, G'(F U Z) est connexe et sans cycle, autrement
dit c’est un arbre couvrant de G’. Puisque G'(F") est de ¢/-coit minimum et que les arétes de Z
sont de ¢’-cofit nul, on a

d(F'Y<d(FUZ)=c(F).

Par les deux inégalités précédentes, le ¢’-cotit minimum d’un arbre couvrant de G’ est égal au
c-colit minimum d’une S-forét de G.

En conclusion, F’ est la réunion de Z et de l'ensemble des arétes d'une S-forét G(F' \ Z)
de G de c-coit minimum et G'(F U Z) est un arbre couvrant de G’ de ¢/-colit minimum, ce qui
donne les conditions respectivement nécessaire et suffisante de (d).

(e) Soit G'(F') un arbre couvrant de G’ de /-cotit minimum. Par (d), G(F’ \ Z) est une
S-forét de G de c-cotit minimum et par (b), G(F' \ Z) est un S-connecteur de G de c-cotit
minimum.

(f) Par (e), il suffit de trouver un arbre couvrant de G’ de ¢’-cotit minimum pour le graphe
auxiliaire G’ défini dans I’énoncé. Un tel arbre peut se déterminer a l'aide de n’importe quel
algorithme vu dans ce chapitre. La solution pour I'exemple de la F1G. 248 est indiquée sur la

Fic. 2.49

FIGURE 1.86 — Les arétes en gras forment une solution optimale.

U
Considérons la grille m x n comme un graphe : on appelle graphe de grille de taille m X n
(F1c. [L87 (a)) le graphe dont les sommets sont tous les couples d’entiers (i, 7) tels que 0 < i < n
et 0 < j < m et ot deux sommets (7,7) et (i, 7') sont reliés si |i —4'| + |j — j'| = 1. Les arétes
wv ot u = (7,7) et v = (i,7 + 1) sont dites verticales (F1G. [L&7 (b)) et celles ot u = (i,7) et
v = (i+1,7) sont dites horizontales (F1G. [[87 (c)). Un sommet (i,7) est dit de niveau j.
Une aréte verticale qui relie un sommet de niveau j & un sommet de niveau j — 1 est dite de
type j pour j=1,...,n—1 (Fic. [[.87 (d)).

Remarque 43 Un graphe de grille est conneze.
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(3,3)

0O @ (b) (c) (d)

FIGURE 1.87 — (a) le graphe de grille de taille 4 x 4, (b) les arétes verticales, (c) les arétes
horizontales, (d) les arétes verticales de type 1.

Exercice 123 Soit G un graphe de grille de taille n X n et ¢ la fonction de codt sur les arétes
de G telle que le coit d’une aréte est égal a 1 si elle est horizontale et a 2 si elle est verticale.

(a) Quel est le nombre d’arétes d’un arbre couvrant de G ¢

(b) Utiliser l’algorithme de Kruskal pour déterminer un arbre couvrant de G de codt minimum et
donner son codt.

(c) Quel est le nombre d’arbres couvrants de G de coat minimum ¢

Solution (a) Par la Remarque @3], G est connexe. Le graphe G a n? sommets, donc par I'Exercice
B35l le nombre d’arétes d'un arbre couvrant de G est égal a n? — 1.

(b) Les arétes horizontales sont de colit minimum et elles seront donc classées en premier
par I'étape de prétraitement de l'algorithme de Kruskal. Puisque le graphe partiel induit par
ces arétes ne contient aucun cycle, elles seront toutes ajoutées au cours de la construction de
I’arbre. Les arétes restantes, c’est-a-dire les arétes verticales, sont toutes de colt 2. Lors de
I’étape de prétraitement, elles seront donc placées dans un ordre quelconque a la suite des arétes
horizontales. Au cours de la construction de 'arbre, la premiére aréte verticale de type j dans
l'ordre sera ajoutée et les autres rejetées, pour j = 1,...,n — 1 (FiG. [L88). En conséquence, le
cotit de l’arbre obtenu est égal A n(n — 1) +2(n—1) = (n — 1)(n + 2).

2 2 2 2
1 1 1

2 2 2 2
1 1 1

2 2 2 2
1 1 1

(a) (b)

FIGURE 1.88 — (a) Coits des arétes, (b) Au cours de la construction de 'arbre, sont ajoutées
toutes les arétes horizontales et la premiére aréte verticale de type j pour j =1,...,n — 1.

(c) Par ce qui précéde, tout arbre couvrant de G de coiit minimum contient toutes les
arétes horizontales et exactement une aréte verticale de type j et n’importe laquelle, pour j =
1,...,n—1. Or pour un j fixé, il y a n arétes de type j dans GG, donc le nombre d’arbres couvrants
de G de cotit minimum est égal a n" 1. O
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Chapitre 2

Graphes orientés

Un graphe orienté G est constitué de deux ensembles : un ensemble fini et non-vide V, dont
les éléments sont appelés sommets, et un ensemble fini A, dont les éléments sont appelés arcs.
A chaque arc est associé un couple (ordonné) de sommets distincts de G. On note G = (V, A).
Généralement, étant donné un graphe orienté GG, on notera V(G) l'ensemble de ses sommets et
A(G) 'ensemble de ses arcs. Si le couple (u, v) est associé a I’arc e alors on dit que I'arc e relie (ou
connecte ou est orienté de) u a v, 'extrémité initiale de e est u et 'extrémité terminale
de e est v, on dira aussi que v est un voisin sortant de u ou successeur de u et que u est un
voisin entrant de v ou prédécesseur de v. On appelle arc entrant (respectivement sortant)
de u un arc dont u est 'extrémité terminale (respectivement initiale). Un arc dont l'extrémité
initiale est égale a ’extrémité terminale est appelé boucle. Un arc e s’appelle multiple s’il existe
un autre arc € # e ayant la méme extrémité initiale et la méme extrémité terminale que e, dans
ce cas on dira aussi que e et € sont paralléles. Un graphe orienté est dit simple si il est sans
boucle et sans arc multiple. Dans le cas d’un graphe orienté sans arc multiple chaque arc e est
différent de vu. On définit I’inverse de I'arc uv comme 'arc vu.

On peut représenter un graphe orienté par un dessin : & chaque sommet est associé un point et
chaque arc est représenté par une fléche orientée depuis son extrémité initiale vers son extrémité
terminale. Voir 'exemple de la figure ci-dessous.

e sommet

— aIC

V(G) = {Cﬂ,y,Z,Uav,w}
A(G) - {a7 b,C, d7 67 f7g7 h72}

FIGURE 2.1 — Un graphe orienté G simple ayant une paire {g, h} d’arcs inverses.

Un graphe orienté G muni d’une fonction f : A(G) — R est appelé réseau et est noté (G, f).
Pour un sous-ensemble F' d’arcs de G, on définit f(F') comme la somme des valeurs de f sur les
arcs de F':

FF) =" f(a).

acF

89
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Soit G = (V, A) un graphe orienté. On peut associer & G le graphe non-orienté obtenu en
ignorant les orientation des arcs, plus précisément chaque arc de u & v est remplacé par une aréte
d’extrémités u et v. Toutes les notions non-orientées définies précédemment peuvent ainsi étre
utilisées pour les graphes orientés. L’opération d’inversion de l’orientation d’un arc de u a
v consiste & remplacer cet arc par un arc de v & u.

Etant donné X C V, on appelle sous-graphe de G induit par X le graphe orienté G[X]=
(X, A)avec A/ ={e=uwe A :uelX, ve X} (FiG. (a)). Etant donné F' C A, on appelle
graphe partiel de G induit par F le graphe orienté G(F)= (V, F) (FIG. (b)). Un graphe
partiel d’un sous-graphe de G est un sous-graphe partiel de G (F1G. (¢)).

(a) (b)

S </

G sous-graphe G[X] G graphe partiel G(F

\

sous-graphe partiel G[X](F)
FIGURE 2.2 — (a) un sous-graphe, (b) un graphe partiel, (c¢) un sous-graphe partiel.

Pour un ensemble S C V, la coupe sortante définie par S est I’ensemble des arcs qui ont leur
extrémité initiale dans S et leur extrémité terminale dans V'\ S, on la note 6g(S) ou §T(S) s'il
n'y a pas d’ambiguité (F1G.2.3) ; la coupe entrante définie par S est 'ensemble des arcs reliant
un sommet de V' \ S & un sommet de S; on la note d(S) ou 6~ (S) s'il n’y a pas d’ambiguité.
On remarque que § (S) = §7(V\ S) et que §(S) =67 (S)Ud(S). On a

0T(S) = {weAd:ueS, veV\S},
07(S) = {vueAd:ueS veV\S}

Soit X un sous-ensemble de sommets de G, le graphe orienté obtenu & partir de G par
suppression de X, not¢ G — X, est le graphe orienté G[V \ X]. Si X = {v}, alors on pourra
écrire G — v a la place de G — {v}. Le résultat de la contraction de X dans G est le graphe
orienté, noté G/X, obtenu a partir de G de la maniére suivante : les sommets de X et les arcs
dont les deux extrémités appartiennent & X sont supprimés, un nouveau sommet vy est rajouté
et pour chaque arc ayant une extrémité dans X, cette extrémité est remplacée par vy (FIG.
2.4). Pour chaque sommet v de G, 'image de v dans G/ X est v lui-méme si v n’appartient pas
a X et vx sinon; et, pour chaque arc e de u & v dans G, 'image de e dans G/X est un arc,
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67(8)

FIGURE 2.3 — Les arcs en gras représentent la coupe sortante définie par S.

également dénommé e, qui va de I'image de u & 'image de v. Remarquons que les sommets de
G/X sont les images des sommets de G et les arcs de G/X sont les images des arcs de G dont
au plus une extrémité est dans X.

V1
€5 €1
VX V2
€4
€2
€3
U3

FIGURE 2.4 — (a) Un graphe orienté G et un ensemble de sommets X, (b) le graphe orienté
contracté G/X.

Remarque 44 Le graphe orienté contracté peut avoir des arcs multiples méme si le graphe
orienté initial n’en avait pas (F1G. [24]).

Remarque 45 Le graphe orienté obtenu par contraction de deux ensembles disjoints ne dépend
pas de l'ordre dans lequel ceux-ci ont été contractés (F1G. [2.3]).

VX,
€5
VX, e2
€4
€3
U3

(b)

FIGURE 2.5 — (a) Un graphe orienté G et deux ensembles de sommets X; et Xo, (b) le graphe
orienté contracté (G/X1)/ X2 = (G/X2)/X1.

Soit F' un sous-ensemble d’arcs de G, on note G — F le graphe orienté G(A\ F). Si F' = {a},
alors on pourra écrire G — a a la place de G — {a}. Soient u et v deux sommets de GG, on note
G + uv le graphe orienté obtenu a partir de G en ajoutant un arc uv.



92 CHAPITRE 2. GRAPHES ORIENTES

2.1 Degré

Soit G = (V, A) un graphe orienté. Le nombre d’arcs sortants d’un sommet u est appelé
demi-degré extérieur de u dans G, on le note dg} (u) ou dt(u) s'il n’y a pas d’ambiguité,
on dira aussi degré sortant. Le nombre d’arcs entrants d’un sommet u est appelé demi-degré
intérieur de v dans G, on le note dg(u) ou d~ (u) s’il n’y a pas d’ambiguité, on dira aussi
degré entrant (Fic. 2.6).

dt(e)=1
d=(e)=1

dt@) =1 dt(b)=1 dt(c)
d(@)=0 d~(b)=2 d(c)

FIGURE 2.6 — Un graphe orienté G et les degrés sortant et entrant de chaque sommet de G.

Etant donné un sous-ensemble X de sommets de G, le degré sortant de X noté dE(X )
(ou d* (X)) est le nombre d’arcs de X a V' \ X, autrement dit d*(X) = [67(X)|. Le degré
entrant de X noté dg(X) (ou d™ (X)) est le nombre d’arcs de V' \ X a X, autrement dit
d=(X) =16~ (X)| (F1c. 27(a)) Remarquons que si X contient un seul sommet u alors le degré
sortant de X et le degré sortant de u sont égaux, c’est a dire d*({u}) = d*(u), de méme
d~({u}) = d”(u). L’ensemble des sommets de V' \ X qui ont au moins un prédécesseur dans X
est appelé voisinage sortant de X et est noté N, g (X);si X = {v} alors on utilisera la notation
N (v) plutot que NZ ({v}). Autrement dit le voisinage sortant de X est égal a 'ensemble des
extrémités terminales des arcs de la coupe sortante définie par X. Similairement, I’ensemble des
sommets de V' '\ X qui ont au moins un successeur dans X est appelé voisinage entrant de X
et est noté Ng (X) (F1c. Z7(b)). Autrement dit le voisinage entrant de X est égal a I’ensemble
des extrémités initiales des arcs de la coupe entrante définie par X. Notons que si G est simple
et v est un sommet de G, alors df,(v) = [NJ (v)| et dg(v) = |[Ng (v)].

NA(X -
45X) =3/ \ dg(X) = 3 . o

(a) (b)

FIGURE 2.7 — Pour un sous-ensemble X de sommets d’un graphe orienté G : (a) les degrés sortant
et entrant de X, (b) les voisinages sortant et entrant de X.

Pour deux ensembles X et Y de sommets de G, d(X,Y) est le nombre d’arcs ayant une
extrémité dans X \ Y et Pautre dans Y \ X (F1c. 28)).
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d(X,Y)=2

FIGURE 2.8 — Les arcs comptés en d(X,Y") sont indiqués en gras

Exercice 124 Montrer que pour tout graphe orienté G = (V, A), le nombre d’arcs de G est égal
a la somme des degrés sortants et ausst @ la somme des degrés entrants, c’est-a-dire

> dtw) =[A=)d (v).

veV veV

Solution [124] Calculer la somme des degrés sortants des sommets d’un graphe orienté GG revient
a compter les arcs sortants de chaque sommet et puis a ajouter ces nombres. Chaque arc est
I’arc sortant d’exactement un sommet, donc dans la somme on compte chaque arc exactement

une fois, d’oll
> dt(v) = A
veV

De méme, on a ) i d”(v) = |A]. O

Exercice 125 Soient X un sous-ensemble de sommets d’un graphe orienté G = (V, A) et A/
lensemble des arcs de G dont les deux extrémités appartiennent a X.
(a) Montrer que {67 (v) : v € X} et {A’,6T(X)} sont deuz partitions d’un méme ensemble

d’arcs de G et ainsi
> dt(v) =|A|+d(X). (2.1)
veEX

(b) Montrer que {6 (v) : v € X} et {A,6(X)} sont deuzx partitions d’un méme ensemble
d’arcs de G et ainsi

> d(v) = A +d(X), (2.2)
veX
(c) En déduire que
> (@) —d(v) = dN(X) —d " (X). (2:3)

veX

Solution (a) Puisqu'un arc a exactement une extrémité initiale et 67 (v) est exactement 'en-
semble des arcs ayant v pour extrémité initiale, {1 (v) : v € X} est une partition de I’ensemble
B des arcs dont l'extrémité initiale appartient & X. Puisqu’un arc a exactement une extrémité
terminale, tout arc e de B a son extrémité terminale dans X ou (exclusif) dans V'\ X, c’est-a-dire
e est dans A’ ou (exclusif) 67(X); en d’autres termes {A’,67(X)} est une partition de B. Par
conséquent, par la définition de d*, on a

Y dt ) =16 ()| = Bl = ||+ 5% (X)] = [A] + d* (X). (2.4)
veX veX

ainsi (2.I)) est bien démontrée.
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(b) A partir de la solution de (a) ci-dessus, en échangeant les termes "extrémité initiale" et
"extrémité terminale" et en remplagant 6 par 6~ et d* par d—, on obtient une solution de (b).

(c) En soustrayant (22]) de (Z1]), on obtient (2.3]). O

Exercice 126 Soit G un graphe orienté tel que pour chaque sommet, le degré entrant est égal
au degré sortant. Montrer que pour tout sous-ensemble X de sommets de G, le degré entrant de
X est égal au degré sortant de X.

Solution D’apres ([2.3) de 'Exercice I25, d*(X) —d™(X) = > cx(dT(v) —d (v)) = 0 par
I'hypothése sur les degrés, et ainsi d*(X) = d~ (X). O

Exercice 127 Soient X et Y deux sous-ensembles de sommets d’un graphe orienté G. Montrer
que

AN (X)+dY(Y) = dNXNY)+dT(XUY)+dX,Y), (2.5)
AT (X) + dt(Y) dH(XNY)+dH(XUY),

>
d(X)+d (V) > d(XNY)+d (XUY).

Solution Soient A; := X NY, Ay :=V(G)\ (XUY), A3:=X\Y, Ay :=Y \ X. Dénotons par
d;j le nombre d’arcs de A; a A;. Voir Fi1c. 291

Az T A
V-Y
b~ i
| T
Y
A1 - A4
X V-X

FIGURE 2.9 — Les ensembles A1, Ao, Az, Ay.

Alors on voit que

d™(X) = dig+dis+ds+dsg
d*(Y) = diz+diz+di+das
d'(XNY) = dig+diz+dus
dH(XUY) = dig+dsz+da
d(X,Y) = d3q+dys

d’ou vient I'égalité (2.5]).

Puisque d(X,Y) > 0, (23] implique directement (2.6]).

Soit G’ le graphe orienté obtenu & partir de G en inversant 'orientation de tous les arcs. On
a dg(Z) = dk,(Z) pour tout sous-ensemble Z de sommets. En appliquant (Z6) & G’ on obtient

&0) pour G. 0
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2.2 Chemins, Circuits

Soit G = (V, A) un graphe orienté. Un chemin P de G est une séquence alternée de sommets
et d’arcs de G :

P = vgeqviequs. .. epug,

ounwv;, € Vpour 0<i<kete =uvi_1v; € Apourl<i<Ek (Fig.2I0 (a)). On notera V(P)
Iensemble de ses sommets {vg,v1,...,v5} et A(P) Pensemble de ses arcs {ej,eq,...,ep}. Sil
n’y a pas d’ambiguité on pourra utiliser la notation P = vgv; ...vg. Une suite constituée d'un
sommet est considérée comme un chemin.

Remarque 46 Dans un graphe orienté, tout chemin est une chaine mais la réciproque n’est pas
vrate.

Un chemin est un chemin simple si ses arcs sont tous distincts (Fic. 210 (b)), et c’est un
chemin élémentaire si ses sommets sont tous distincts (F1G. [ZI0 (¢)). Si on veut mentionner
explicitement le sommet initial vy et le sommet terminal v, de P, on dit que P est un (vg, vg)-
chemin ou chemin de vy & v, ou bien que les extrémités initiale et terminale de P sont
respectivement vy et vi. Etant donnés deux sommets v;, vj de P,i < 7,

U3 Us U3
(a) (b)
€4 €3 €5 €4 €3
_ €1 €2 = €5 €6 o o €1 €2
Vo V1 = U4 V2 = Us Ve Vo V1 = U4 V2
()
(4 €1 o €2 o €3 >0
Vo U1 U2 U3

FIGURE 2.10 — (a) un chemin, (b) un chemin simple, (c¢) un chemin élémentaire.

Plv;, vj] = viejr1vip1€iy2 - - - €v;
est appelé sous-chemin de P de v; & vj. Si P = vpejvieavs . .. epvg et Q = ug frur fous ... fiy

sont deux chemins tels que le sommet terminal de P et le sommet initial de () coincident, c’est-
a~dire v = ug, alors la concaténation de P et Q notée P + Q (F1c. [ZI1) dénote le chemin

Vp€e1v1€20V9 . .. ekvk(: uo)f1u1f2u2 PN flul.

On dira qu’un sommet p est atteignable depuis un sommet s s’il existe dans G un chemin
de s & p. Un sommet s de G est une racine de G tous les autres sommets de G sont atteignables
depuis s.

Remarque 47 Si un graphe orienté posséde une racine alors il est conneze.
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d

P \(2

b “c e

FI1GURE 2.11 — La concaténation P 4 @ = abcedbee des chemins P = abed et @ = dbce.

Exercice 128 Soit s une racine d’un graphe orienté G. Soient v un sommet de G, distinct de
s, et ST(v) lensemble des sommets de G qui sont atteignables dans G a partir de v. Montrer
que s est une racine de G — St (v).

Solution Soit « un sommet quelconque de G'— S (v). Puisque s est une racine de G, il existe
un chemin P de s & u dans G. Supposons que P contienne un sommet w de S™(v). Alors, par
la définition de S*(v), G contient un chemin @ de v & w. Comme la concaténation de Q et du
sous-chemin de P de w & u est un chemin de v & u dans GG, on obtient que le sommet u appartient
a ST (v) ce qui est une contradiction. Par conséquent, P est un chemin de s & u dans G — S™(v).
On en conclut que s est une racine de G — S™(v). O

Un circuit C' est une séquence circulaire alternée de sommets et d’arcs de G :
C = Vp€e1v1€20V2 ... EL

ouk>1lv,eVpour 0<i<k—1lete=v_1v; EApourl <i<k—1lete,=uvp_1v9€ A
sont des arcs distincts (FIG. (a)). Autrement dit, un circuit correspond & un chemin simple
dont les extrémités sont confondues et contenant au moins un arc. On notera V(C) 'ensemble
de ses sommets et A(C') 'ensemble de ses arcs. Un circuit élémentaire est un circuit dont les
sommets sont distincts (F1G. (b)).

U5 U3

(a)

FIGURE 2.12 — (a) un circuit, (b) un circuit élémentaire.

Remarque 48 Puisqu’un circuit C est une séquence circulaire, n’importe quel sommet v de C
et n’importe quel arc de C' sortant de v, peuvent étre choisis comme vy et e1 de la séquence.

Remarque 49 Quand on enléve un arc uv a un circuit, la séquence obtenue est un chemin
simple de v & u.

Remarque 50 Pour n’importe quel couple (x,y) de sommets d’un circuit C, en parcourant C,
on a un (z,y)-chemin.

Remarque 51 FEtant donnés deux chemins simples arc-disjoints, l'un de u a v et l’autre de v
a u, leur concaténation est un chemin de u a u, formellement ce n’est donc pas une séquence
circulaire mais elle pourra néanmoins étre considérée comme un circuit.
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Dans la suite on pourra aussi considérer un chemin simple ou un circuit comme le graphe
orienté induit par ses ensembles de sommets et d’arcs. La longueur d’un chemin ou d’un circuit
est le nombre d’arcs le constituant.

Remarque 52 Dans un graphe orienté G a n sommets, un chemin élémentaire est de longueur
inférieure ou égale & n — 1. Par conséquent, la longueur mazimum d’un chemin élémentaire de
G peut étre définie.

Exercice 129 Soient u et v deux sommets d’un graphe orienté G. Montrer que les conditions
sutvantes sont équivalentes :

(a) Il existe un chemin de v a v dans G.

(b) Il existe un chemin simple de w a v dans G.

(c) Il existe un chemin élémentaire de u a v dans G.

Solution Il est évident que (c) implique (b) et que (b) implique (a). Il suffit donc de montrer
que (a) implique (c). Par (a), il existe un chemin de u & v dans G, soit

P = xO(: U)€1$162x2 . ekxk(: 1))

un tel chemin de longueur minimum. On va montrer que P est un chemin élémentaire. Raisonnons
par l'absurde et supposons qu’il existe un sommet qui apparait plus d’une fois dans le chemin
P, c’est-a-dire qu’il existe deux indices distincts i et j tels que x; = ;. En enlevant de P la
sous-suite x;e;41...xj_1€; entre x; et x; on obtient un chemin de w a v qui est plus court que
P ce qui contredit notre hypothése sur P. O

Remarque 53 Dans la solution de I’Exercice 129, on montre plus précisément que tout chemin
C contient un sous-chemin qui a les mémes extrémités que C et qui est élémentaire.

Exercice 130 (Caractérisation de ’existence d’un chemin d’un sommet a un autre)
Soient u et v deux sommets d’un graphe orienté G. Montrer qu’il existe un chemin de u & v dans
G si et seulement si pour tout sous-ensemble X de sommets de G contenant u mais pas v, il
existe au moins un arc de G qui sort de X.

Solution Montrons tout d’abord que la condition est nécessaire. Supposons donc qu’il existe un
chemin Q) = v1vy...v;_1v; de u & v dans GG. Considérons un sous-ensemble X de sommets de G
tel que u € X, v ¢ X. Soit 7 le plus petit indice tel que v; ¢ X (cet indice existe car vy = v ¢ X).
Comme le premier sommet v; = u de ) appartient & X, on a ¢ > 2, d’ott v;_1 € X. L’arc v;_1v;
existe dans G puisqu’il appartient au chemin @Q. Par ce qui précéde, v;_qv; sort de X.

Pour vérifier que la condition est suffisante, supposons qu’elle soit satisfaite. Soit X ’ensemble
des sommets x de G pour lesquels il existe dans G un chemin (noté P,) de u & z. On veut
démontrer que v appartient a X. Supposons par 'absurde que v ¢ X. Puisque u € X, il existe
alors, par I’hypotheése, un arc zy sortant de X. Ainsi P, + xy est un chemin de u a y, et y devrait
donc appartenir a X, ce qui est une contradiction. O

Remarque 54 Dans la solution de I’Ezercice [130, on montre plus précisément que tout (u,v)-
chemin Q contient un arc qui sort de X pour tout sous-ensemble X de sommets de G contenant
U Mais pas v.

Exercice 131 Soient x,y et z trois sommets d’un graphe orienté G. Montrer que s’il existe dans
G un (z,y)-chemin élémentaire et un (y, z)-chemin élémentaire, alors il existe un (z,z)-chemin
élémentaire.
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Solution Soit P, (respectivement P,.) un chemin élémentaire de x & y (resp. de y & z). La
concaténation P, := Py, + P, est un (z, z)-chemin et, d’aprés I'Exercice [29) il existe donc un
(z, z)-chemin élémentaire dans G. 0

Exercice 132 Soient G un graphe orienté, u et v deur sommets de G, X un sous-ensemble de
sommets de G et u' et v' les images de u et v dans le graphe orienté contracté G/X. Montrer
que s’il existe un (u,v)-chemin dans G alors il existe un (u',v")-chemin dans G/X.

Solution Par définition, pour w € V(G), v’ = vx si w € X et w' = w sinon. Soit P =
v1Vg ... v—1v; un (u,v)-chemin dans G. Si P ne contient aucun sommet de X, alors P est un
(u’,v")-chemin dans G/X. Sinon, P contient au moins un sommet de X ; soient i et j respecti-
vement le plus petit et le plus grand indice des sommets de P appartenant a X. Le chemin P’
dans G/X obtenu a partir de P en remplacant le sous-chemin P[uv;, v;] par le sommet vx est un

(v, v")-chemin (Fia. 2ZI3).

FIGURE 2.13 — (a) Un graphe orienté G, un ensemble de sommets X et un (u,v)-chemin P dans
G, (b) le graphe orienté contracté G/X et un (u',v’)-chemin P’ dans G/X.
U

Exercice 133 Soit G un graphe orienté. Montrer que :
(a) si tous les degrés sortants des sommets de G sont strictement positifs, alors G posséde
un circuit €lémentaire.
(b) si tous les degrés entrants des sommets de G sont strictement positifs, alors G posséde
un circuit €lémentaire.

Solution (a) Soit P un chemin élémentaire de G de longueur maximum et soit x le dernier
sommet de P. Par hypotheése, il existe un arc xy qui sort de x. Alors y est un sommet de P, car
sinon P + zy serait un chemin élémentaire plus long que P, ce qui contredirait notre hypothése
sur P. Par conséquent, C' = Ply,z] + zy est un circuit élémentaire. (F1a. 2Z14]).

) P L

FIGURE 2.14 — Le chemin élémentaire P et le circuit élémentaire C.
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(b) Soit G’ le graphe orienté obtenu a partir de G en inversant 'orientation de chaque arc.
On remarque que I’hypothése de (b) pour G implique 'hypothése de (a) pour G'. Par (a), il
existe un circuit élémentaire C’ de G’, et en inversant & nouveau l’orientation de chaque arc, il
existe un circuit élémentaire C de G. ]

ALGORITHME CIRCUIT :
EntriE : Un graphe orienté G dont chaque sommet est de degré entrant strictement positif.
Sorrie : Un circuit élémentaire C' de G.

Etape 0 : Initialisation.
Choisir un sommet uy de G, Py := 0,7 := 1.
Etape 1 : Construction d’un circuit élémentaire.
Tant que u; ¢ V(P;—1) faire :
Pi=u; Py,
Choisir un arc e entrant en u;,
u;j+1 = extrémité initiale de e,
i:=14+ 1
Etape 2 : Arrét avec un circuit.
STOP avec le circuit C := P;_q[u;—1, u;] + uju;—1.

F1GURE 2.15 — Algorithme Circuit.

Exercice 134 (Justification de I’algorithme Circuit (F1G. [ZTI5])) Montrer que :
(a) lors de la i-ieme itération de I’Etape 1, Uarc e existe et P; est un chemin élémentaire de
u; @ up dans G,
(b) lalgorithme se termine a I’Etape 2 et C est un circuit élémentaire de G.

Solution (a) Par hypothése, chaque sommet de G est de degré entrant strictement positif.
En conséquence, pour chaque sommet u; de G il existe un arc e entrant en u;. On va montrer
(a) en raisonnant par récurrence sur ¢. Pour ¢ = 1, P, est un chemin élémentaire de u; a lui-
méme. Supposons maintenant que la propriété est vérifiée pour i. Alors P;y1, qui est égal a la
concaténation des chemins élémentaires w;+1u; et P;, est un chemin de w;41 & wp; et puisque
u;y1 est différent de tous les autres sommets de P;y1, ce chemin est élémentaire.

(b) Le nombre de sommets de G étant fini, 'Etape 1 se termine aprés au plus |V (G)] ité-
rations. Par le critére d’arrét de 'Etape 1, le sommet u; appartient & P;_; et donc, par (a),
P;_q[u;j—1,u;] est un chemin élémentaire de u;—1 & u;. En lui rajoutant I’arc u;u;—1, on obtient

bien le circuit C' (F1G. 214]).

Pi o<
[ 2 O«

ul Uj Pj—l Uj—1

FIGURE 2.16 — Le chemin élémentaire P;_; et le circuit élémentaire C.
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Exercice 135 Montrer que pour un graphe orienté G les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) 1l existe une partition des arcs de G en circuits élémentaires.
(b) Il existe une partition des arcs de G en circuits.
(c) G vérifie la condition suivante :

d5(v) = dg(v) pour tout v € V(G). (2.8)

Solution (a) = (b) : C’est évident.

(b) = (c) : Soient C1i,...,Cy, k circuits de G tels que chaque arc de G appartient a
un et un seul de ces circuits. Soit v un sommet quelconque de G. Pour chaque circuit C;, en
le parcourant, a tout arc entrant de v correspond un arc sortant de v. Puisque, par définition
d’un circuit, les arcs de C; sont tous distincts, on en déduit que le nombre d’arcs entrants de v
contenus dans C} est égal au nombre d’occurrences du sommet v dans C; qui est égal au nombre
d’arcs sortants de v contenus dans Cj, c’est-a-dire dg (v) = da (v). De plus, chaque arc incident
a v appartient a un unique C; (1 <i < k). D’ou (28], car

k

k
de(v) = Zda (v) = Zda (v) = df(v).
i=1 i=1

(c) = (a) : Montrons, par récurrence sur m = |A(G)|, que la condition (2.8) implique (a).
Sim =0, alors il n’y a rien a prouver. Supposons donc que la condition (2.8)) implique (a) pour
les graphes orientés dont le nombre d’arcs est strictement plus petit que m (m > 1). Soit G un
graphe orienté satisfaisant (2.8]) possédant m arcs.

Montrons d’abord que G contient un circuit élémentaire. Puisque I’ensemble des arcs de G
n’est pas vide, il existe (G1, une composante connexe de G, qui contient au moins un arc. Alors
les demi-degrés des sommets de G sont les mémes dans G et dans G et chaque sommet de Gy
est incident & au moins un arc. Par conséquent, G lui aussi, satisfait (28]). Pour tout v € V(G),
on a donc dzgl (v) = dg, (v), et de plus, da (v) +dg, (v) > 1 d’ot dzgl (v) > 1. D’aprés 'Exercice
133, G4, et donc G, contient un circuit élémentaire C.

Soit G’ le graphe orienté obtenu a partir de G en supprimant les arcs de C. On a |A(G")| < m.
Pour chaque sommet v de G, si v € V(C') alors on a supprimé un arc entrant et un arc sortant
de v et sinon on n’a supprimé aucun arc incident & v. Donc G’, comme G, satisfait (Z8]). En
vertu de ’hypothése de récurrence, il existe un ensemble de circuits élémentaires C1, ..., Cp qui
partitionnent A(G’) = A(G) \ A(C). Donc A(G) est I'union disjointe des circuits élémentaires
Cl,CQ,...,Ck et C. O

Remarque 55 Par l’Ezxercice[15, I’ensemble des arcs d’un circuit peut étre partitionné en sous-
ensembles d’arcs induisant chacun un circuit élémentaire.

Remarque 56 L’ensemble des arcs d’un (s,t)-chemin simple peut étre partitionné en sous-
ensembles d’arcs induisant pour l'un d’euz un (s,t)-chemin élémentaire et pour chacun des autres
un circuit élémentaire. En effet, en ajoutant un arc e det a s a un (s,t)-chemin, on obtient un
circuit dont, par la Remarque [53, les arcs peuvent étre partitionnés en sous-ensembles d’arcs
induisant chacun un circuit élémentaire. Celui d’entre eur qui contient l’arc e fournit, apres
suppression de e, un (s,t)-chemin élémentaire.

Exercice 136 Soient G = (V, A) un graphe orienté et s,t € V tels que
dt(s)—d (s) = k, (2.9)
dt(t) —d (t) = —k, (2.10)
dt(v) —d (v) = 0 pour toutv €V \ {s,t}. (2.11)
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(a) Montrer que G posséde k chemins arc-disjoints de s a t.
(b) Trouver trois chemins arc-disjoints de s a t dans le graphe orienté de la F1G. [Z17

FIGURE 2.17 — Un graphe orienté G qui satisfait les condition de I’Exercice [I36] pour k = 3.

Solution (a) Soit G’ le graphe orienté obtenu & partir de G en rajoutant k arcs de ¢ a s,
dénoteés aq,...,ar (F1G. [2ZI8(a)). Alors, par (2.9)-(21I1), [2.8)) est satisfaite. D’aprés 1'Exercice
35 il existe un ensemble C de circuits élémentaires qui partitionne A(G’). Pour chaque i, (1 <
i < k), soit C; le circuit de C qui contient l'arc a; (F1a. 2ZI8(b)). Puisque les arcs aq,...,ax
sont paralléles et les circuits C1, ..., C} sont élémentaires, ces circuits sont distincts. Alors P; =
Cy —ay,..., P, = Cy — ai sont k chemins arc-disjoints de s a t (F1G. 2I8](c)).

(b) Voir la Fic. 218

C1

(i)

FIGURE 2.18 — La résolution de 1'Exercice [[36(b) en utilisant la preuve de 'Exercice [[36)(a). (i)
Le graphe orienté G, (ii) les circuits C1,Cy, C3 dans G, (iii) Les chemins Py, P>, P3 dans G.
]
2.3 Graphes orientés sans circuit
Etant donné un graphe orienté G, une numérotation vy, vs,...,v, des sommets de G est

appelée ordre topologique de G (Fic. 2.19) si

pour tout arc v;v; de G on a i < j. (2.12)
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T Ty

V1 (%) V3 V4 Vs

FIGURE 2.19 — Un ordre topologique d'un graphe orienté.

Exercice 137 Soit G un graphe orienté. Montrer qu’il existe un ordre topologique de G si et
seulement st G est sans circuit.

Solution Montrons tout d’abord que la condition est nécessaire. Soit donc vy, vs,. .., v, un ordre
topologique de G. Supposons par I'absurde qu’il existe un circuit C' = vy, Vi, Vi - - - V3, Vi, (= V4
dans G. Pour chaque indice j, 1 < j < k, on a que v;;v;,, est un arc de C et donc de G
par conséquent, puisque l'ordre est topologique, par (ZI2), I'inégalité i; < ;41 est vraie. On en
déduit que 11 < 19 < i3 < ... < ik < ipy1 = i1, d’ol la contradiction i1 < 4;.

On montre que la condition est suffisante par récurrence sur le nombre n de sommets du
graphe orienté. Sin = 1iln’y a rien & démontrer. Supposons que tout graphe orienté & n sommets
et sans circuit posséde un ordre topologique. Soit G un graphe orienté & n 4+ 1 sommets et sans
circuit (F1G. 220(a)). D’aprés I'Exercice [[33] dans G il existe un sommet v sans arc sortant.
Le graphe orienté G’, obtenu a partir de G en supprimant le sommet v (F1G. 2:220(b)), est sans
circuit et a n sommets. En vertu de I’hypothése de récurrence il existe un ordre topologique
V1,02, ...,0, de G' (F1G. 220(c)). Puisque le sommet v est sans arc sortant, en le rajoutant
comme vy, & cet ordre, on obtient un ordre topologique de G' (F1G. [220(d)). En effet, les arcs
de G qui sont aussi dans G’, vérifient encore la condition ([2.12), et les autres arcs de G la vérifient
aussi car ils ont tous v, le dernier sommet dans ’ordre, comme extrémité terminale.

()

@AA@.

U1 V2 (%] ()

el e
()

oo,

V1 V2 (%3 V4 V5 ‘= VU

G

FIGURE 2.20 — Les étapes de la démonstration de la condition suffisante de I'Exercice 37l
O

Exercice 138 (Justification de I’algorithme Ordre Topologique (FiG. 2.21])) Montrer
que :
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ALGORITHME ORDRE TOPOLOGIQUE :
EntreE : Un graphe orienté G.
Sortie : Un ordre topologique de G ou un circuit de G.

Etape 0 : Initialisation.
Go = G,i = 1.
Etape 1 : Choiz du sommet.
Tant qu'il existe v € V/(G;) tel que dg_ (v) = 0 faire :
Giy1 =G, —v, v;:=v,i:=1+ 1.
Etape 2 : Arrét avec un ordre topologique.
Si V(G;) = 0, alors STOP avec vy, ...,v, o n est le nombre de sommets de G.
Etape 3 : Arrét avec un circuit.
Appliquer I'algorithme Circuit (F1G. [2.15]) au graphe orienté G; pour obtenir un
circuit C' de G.
STOP.

F1GURE 2.21 — Algorithme Ordre Topologique.

(a) si Ualgorithme s’arréte lors d’une exécution de UEtape 2, alors vi,...,v, est un ordre
topologique de G,

(b) si lalgorithme ne s’est pas arrété a UEtape 2, alors il se termine o 'Etape 3 et C est un
circuit de G.

Solution (a) Sil’algorithme s’arréte lors d’une exécution de I'Etape 2, alors par le critére d’arrét,
tous les sommets ont été numérotés. Remarquons que pour tout j entre 1 et n, G est le sous-
graphe de G induit par les sommets vj, ..., v,. Soit v;v; un arc quelconque de G. Par le choix du
sommet v; & I'Etape 1, v; est de degré entrant égal & 0 dans Gj. Par conséquent, v; n’appartient
pas & G; et donc i < j, ainsi la condition (ZI2)) est satisfaite.

(b) Si I'algorithme ne s’est pas arrété a 'Etape 2, alors |V (G;)| # 0 et chaque sommet de
G est de degré entrant strictement positif dans G;. Donc on peut appliquer I’algorithme Circuit
(F1c. 2218) & G; pour obtenir un circuit C' de G;. Puisque G; est un sous-graphe de G, C' est
un circuit de G.

Exercice 139 Soit G un graphe orienté. Montrer que s’il existe un ensemble F' de k arcs tel que
le graphe orienté obtenu a partir de G en supprimant les arcs de F' ne contienne pas de circuit,
alors il existe un ensemble F' d’au plus k arcs tel qu’en changeant dans G l'orientation des arcs
de F' on obtienne un graphe orienté sans circuit.

Solution Soit F' un ensemble de k arcs de G (F1G. 222)(a)) tel que G’ := G — F (F1c. 222(b))
soit sans circuit. D’aprés 'Exercice [[37] il existe un ordre topologique de G’, soit v1,vs,...,v,
un tel ordre (F1G. [2.:22(c)). Remarquons que cet ordre est aussi un ordre des sommets de G. On
considére F’ 'ensemble des arcs v;v; de G tels que i > j (F1G. Z22(d)). Puisque v1,v2,...,v,
est un ordre topologique de G’, les arcs de F’ ne sont pas dans G’, ils appartiennent donc a
F, et on a |F'| < |F| < k. Soit G” le graphe orienté (F1G. [2Z22(e)) obtenu a partir de G en
changeant P'orientation des arcs de F'. Pour chaque aréte v;v; de G”, on a i < j, c’est-a-dire
que vy, va, ..., v, est un ordre topologique de G” et donc, par I'Exercice 317, G” est sans circuit,
ainsi F’ est I’ensemble voulu.

O
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U1 V2 U3 V4 Us

G G/ Gl

U1 V2 U3 V4 Us U1 V2 U3 V4 Us

G G/l

FIGURE 2.22 — Les étapes de la démonstration de ’Exercice [139]

Exercice 140 Soit G un graphe orienté. Montrer qu’il existe une partition { Ay, Ao} des arcs de
G telle que les graphes partiels de G induits par Ay et As soient sans circuits.

Solution Soit vy, ...,v, un ordre quelconque des sommets de G = (V, A). On définit A; l'en-
semble des arcs v;v; de G tels que ¢ < j et Ay 'ensemble des arcs v;v; de G tels que 7 > j. Par
définition, AyNAy =0, AUAy = A, v1,...,v, est un ordre topologique des sommets de (V, A7),
et Pordre inverse vy, ..., v, (c’est-a-dire v] = vp41_; pour i = 1,...,n) est un ordre topologique

des sommets de (V, Ay). Par 'Exercice [[37, ces deux graphes partiels de G sont sans circuit. ]

2.4 Arborescences et I’algorithme de Marquage Orienté

On dit qu'un graphe orienté est une arborescence si c’est un arbre qui posséde une racine.
Exercice 141 Une arborescence posséde eractement une racine.

Solution Soit G une arborescence. Par définition, G posséde au moins une racine. Supposons
par 'absurde que u et v sont deux racines distinctes de G. Il existe alors un chemin P; de u &
v et un chemin P, de v & u. Soient ux le premier arc de P; et yu le dernier arc de P,. Ces arcs
sont distincts puisque 1'un est un arc sortant et I’autre est un arc entrant de u. Par conséquent,
P, et P, sont deux chaines distinctes entre u et v dans G ce qui contredit le fait que G est un
arbre par ’Exercice O

Par ’Exercice [I41] une arborescence posséde exactement une racine; si on veut préciser le
nom s de la racine on écrira s-arborescence, voir FI1G. [2223|(a). Soit G un graphe orienté. Un
graphe partiel de G qui est une arborescence est appelé arborescence couvrante de G.

Exercice 142 Soit H un sous-graphe d’une arborescence G. Montrer que si H posséde une racine
v alors H est une v-arborescence.

Solution Puisque H posséde une racine, par la Remarque [d7] H est connexe. Par définition, G
est sans cycle, donc son sous-graphe H l'est aussi. Ainsi, H est un arbre et v est une racine de
H, autrement dit H est une v-arborescence.
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0

Soient G une s-arborescence et v un sommet de G. Soit H le sous-graphe de G induit par les
sommets qui sont atteignables dans G & partir de v. Par 'Exercice[[42] H est une v-arborescence.
On dit que H est la sous-arborescence de G de racine v. On notera H comme G,

(a) (b)

FIGURE 2.23 — (a) Une s-arborescence et sa sous-arborescence de racine v, (b) une s-anti-
arborescence.

Une anti-racine d’un graphe orienté G est un sommet qui peut étre atteint par un chemin a
partir de tout sommet de G. Un arbre dont s est une anti-racine est appelé anti-arborescence
d’anti-racine s, ou s-anti-arborescence, voir F1G. [2Z23(b).

Remarque 57 En inversant ['orientation de tous les arcs d’une s-arborescence, on obtient une
s-anti-arborescence ; et vice versa, voir F1G. 2.23]

On dit qu’un graphe orienté G est une forét d’arborescences si chacune de ses composantes
connexes est une arborescence ; on appelle racines de G les racines des arborescences qui sont
les composantes connexes de G.

Exercice 143 Montrer que le graphe orienté F' obtenu a partir d’une s-arborescence F en ra-
joutant un nouveau sommet v et un arc reliant un sommet u de F' a v, est une s-arborescence.

Solution D’aprés I'Exercice B3] F’ est un arbre. Il reste & montrer que s est une racine de
F’'. Puisque s est une racine de F' qui est un sous-graphe de F”, il existe un chemin P, de s
a w pour tous les sommets de F’ distinct de v. Or la concaténation des chemins P, et uv, est
un (s,v)-chemin dans F’. On en conclut que s est une racine de F’ et que donc F’ est une
s-arborescence. 0

Exercice 144 Montrer que si on enléve une sous-arborescence de racine v d’une s-arborescence
(v distinct de s) alors on obtient une s-arborescence.

Solution Soient F une s-arborescence, v un sommet de F distinct de s et FI*! la sous-arborescence
de F dont la racine est v. Par I'Exercice [28| s est une racine de F — V(F"). Par 'Exercice 142
F — V(F) est une s-arborescence. 0

Exercice 145 Soient F' une s-arborescence et t un sommet de F. Montrer qu’il existe un et un
seul (s,t)-chemin dans F.
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Solution Par définition, s est une racine de F' et donc il existe au moins un (s, t)-chemin dans
F. D’autre part, s'il existait deux (s,t)-chemins dans F, ceux-ci correspondraient a deux (s,t)-
chaines élémentaires dans ’arbre F’ obtenu a partir de F' en oubliant l'orientation. Or, par
I'Exercice B0 il existe une seule (s, t)-chaine élémentaire dans F’. En conclusion, il existe un et
un seul (s,t)-chemin dans F'. O

Remarque 58 Par [’Exercice [I4] et la Remarque 33, étant donnés une s-arborescence F' et un
sommet t de F, l'unique (s,t)-chemin dans F' est élémentaire.

ALGORITHME DE MARQUAGE ORIENTE :

Entriée : Un graphe orienté G et un sommet s de G.

Sorrie : L’ensemble S des sommets qui peuvent étre atteints depuis s par un chemin dans G,
et un ensemble F' d’arcs de G tel que (S, F') soit une s-arborescence.

Etape 0 : Initialisation.
Sp:={s}, i:=1et 41 :=0.
Etape 1 : Marquage.
Tant qu'il existe un arc uv de G tel que u € S;,v ¢ S; faire :
Sit1:=5; U {v},
Aip1 = AU {uv},
1:=1+ 1.
Etape 2 : Fin de l’algorithme.
S:=5;, F:= A;, STOP.

FI1GURE 2.24 — Algorithme de Marquage Orienté.
Remarque 59 Pendant une exécution de Algorithme de Marquage Orienté (F1G. [Z24]) lors-
qu’un nouveau sommet est mis dans l’ensemble courant S; on dit qu’il est devenu marqué.

Exercice 146 Ezécuter algorithme de Marquage Orienté (F1G. [2Z24]) sur le graphe orienté de
la F1G. 223

F1GURE 2.25 — Graphe orienté de I’Exercice [140]

Solution Une exécution de 'algorithme de Marquage Orienté sur le graphe orienté de la FiG.
2.27) est illustrée F1G. 2220 : les sommets marqués (dans S;) sont encerclés et les arcs dans A,
sont en gras. O

Exercice 147 (Justification de l’algorithme de Marquage Orienté (FiG. [224]))
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@
(3)
@
(4) (5) (6)
FIGURE 2.26 — Les différentes étapes d’une exécution de I'algorithme de Marquage Orienté sur
le graphe orienté de la F1a. 225 (Exercice [146)).

(a) Montrer que 5/,(5) = 0.

(b) Montrer que pour 1 <i < S|, (S;, A;) est une s-arborescence.

(c) En déduire que S est ’ensemble des sommets de G qui peuvent étre atteints depuis s par
un chemin.

Solution (a) L’ensemble S obtenu par 'algorithme de Marquage Orienté est égal & un ensemble
S; tel qu’il n’existe pas d’arc uv dans G avec u € S; et v ¢ S;, ceci est équivalent a 55(5) = 0.

(b) On va montrer cette propriété en raisonnant par récurrence sur i. Pour ¢ = 1, (S1, 4;) =
({s},0) est bien une s-arborescence. Supposons maintenant que la propriété est vérifiée pour
1 <1i:(S;, A;) est une s-arborescence. Si i = |S|, la propriété est démontrée et sinon a ’étape du
marquage on définit S; 11 = S;U{v} et 4,11 = A;Uuv, ot uv € 52;(&). Ainsi par I’Exercice [143]
le graphe orienté (Sj;1, Ai+1) qui est obtenu a partir de la s-arborescence (S;, A;) en rajoutant
un sommet pendant de degré entrant égal a 1, est une s-arborescence.

(c) Par (b), s est une racine de (S, F'), c’est-a-dire qu’il existe dans (S, F') un chemin depuis
s vers tous les sommets de S, et puisque F' C A(G), il en est de méme dans G. De plus, par (a)
et ’Exercice [I30] il n’existe pas de chemin de s vers un sommet en dehors de S. L’ensemble S a
bien la propriété voulue. 0

Exercice 148 Ezxécuter l'algorithme Modifié de Marquage Orienté (Fic. 222T)) sur le graphe
orienté de la F1Gg. 2.25]

Solution Une exécution de algorithme modifié de Marquage Orienté est illustrée FiG. 2.2§] :
les sommets marqués (dans S;) sont encerclés et les arcs dans A; sont en gras. O

Exercice 149 (Justification de ’algorithme Modifié de Marquage Orienté (Fic. 2.27))
Montrer que S est ’ensemble des sommets de G a partir desquels s peut étre atteint par un chemin
dans G et que (S, F) est une s-anti-arborescence.
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ALGORITHME MODIFIE DE MARQUAGE ORIENTE :

EntrEE : Un graphe orienté G et un sommet s de G.

Sortie : L’ensemble S des sommets & partir desquels s peut étre atteint par un chemin dans
G, et un ensemble F' d’arcs de G tel que (S, F') soit une s-anti-arborescence.

Etape 0 : Initialisation.
S1:={s}, Ay :=0eti:=1
Etape 1 : Marquage.
Tant qu'il existe un arc vu de G tel que u € S;,v ¢ S; faire :
Siy1:=5;U {U},
Ai+1 = A; U {vu},
=1+ 1.
Etape 2 : Fin de lalgorithme.
S:=285;, F:=A;, STOP.

FIGURE 2.27 — Algorithme Modifié de Marquage Orienté.

FIGURE 2.28 — Les différentes étapes d’une exécution de l'algorithme modifié de Marquage
Orienté sur le graphe orienté de la FiGc. 228l Les sommets entourés par la ligne pointillée
forment I’ensemble S.

Solution Soit G’ le graphe orienté obtenu & partir de G en inversant 'orientation de tous les
arcs de G. Remarquons qu’a tout (v, s)-chemin dans G correspond un (s,v)-chemin dans G';
et vice versa. Par ailleurs, ’ensemble S obtenu par 'algorithme Modifié de Marquage Orienté
appliqué a G et s est le méme que celui obtenu par l'algorithme de Marquage Orienté appliqué
a G’ et s. Par conséquent et par la validité de 1’algorithme de Marquage Orienté (Exercice [I47T),
S et (S, F) ont bien les propriétés voulues. O

Exercice 150 Bruce Willis doit passer une épreuve pour éviter une journée en enfer. Les mé-
chants lui fournissent trois récipients dont les contenances sont respectivement de 8, 5 et 3 litres,
le récipient de 8 litres est plein, les autres vides. Bruce doit, par une série de transvasements,
1soler 4 litres dans chacun des deux premiers récipients. Les récipients ne sont pas gradués, c’est-
a-dire qu’une opération de transvasement aura pour effet de vider complétement un des récipients
et/ou d’en remplir un autre o ras bord. Proposer une méthode a Bruce pour réussir son épreuve.

Solution On introduit un graphe orienté G, représenté sur la (Fia. [2.229), grace auquel on
pourra trouver une solution en appliquant I’algorithme de Marquage Orienté (Fic. 2.24)).

Les sommets de G sont les triplets (a,b,c) d’entiers qui correspondent aux remplissages
possibles des trois récipients dont I'un d’entre eux au moins, par les régles de 1’épreuve, doit étre
vide ou plein. Ces triplets vérifient donc
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e a+b+c=28,
e 0<a<8,0<b<5,0L¢<L3,
« 'un au moins parmi a, b et c est égal a une de ses bornes.

Les arcs de G sont définis de la maniére suivante : deux sommets ¢ et ¢’ sont reliés par un arc
tt’ si et seulement si ’on peut passer des remplissages correspondant a t & ceux correspondant a
t' en réalisant un seul transvasement.

Réussir 'épreuve de Bruce correspond a trouver un chemin dans G du sommet (8,0,0) au
sommet (4,4,0). En exécutant l'algorithme de Marquage Orienté on obtient I’ensemble S des
sommets de G qui peuvent étre atteints depuis (8,0, 0) par un chemin et une (8,0, 0)-arborescence
(S, F'). On peut alors vérifier que (4,4,0) est bien dans S et l'arborescence (S, F') fournit un
chemin du sommet (8,0,0) au sommet (4,4,0). Un tel chemin est indiqué sur la (Fic. 2229) et
il donne la solution suivante :
remplir le deuxiéme récipient a ’aide du premier,
remplir le troisiéme & 'aide du deuxiéme,
vider le troisiéme dans le premier,
vider le deuxiéme dans le troisiéme,
remplir le deuxiéme & l’aide du premier,
remplir le troisiéme & 'aide du deuxiéme,

- vider le troisiéme dans le premier. 0

Remarque 60 L’exercice[Ia0 est une variation du probléeme du marchand de miel de Sam Loyd :
"Un marchand de miel rencontra un acheteur désirant quatre litres de miel, mais n’ayant qu’un
simple récipient de trois litres et un de cing. 1l est relativement simple de transvaser le miel d’une
mesure dans 'autre jusqu’a obtenir les quatre litres désirés. Je vous conseille cependant d’user
de votre matiére grise afin de trouver le nombre minimum de transvasements nécessaires."

Exercice 151 Un guide emméne trois randonneurs pour une ascension du Mont Blanc : une
femme, son mari et un célibataire. Ils doivent traverser une cheminée étroite (au plus deux per-
sonnes peuvent l'emprunter en méme temps) et difficile (’aide du guide est indispensable pour
les randonneurs). Depuis le départ de la randonnée, le célibataire courtise la femme et le mari
est tres jalouz. Pour éviter tout incident, le guide ne veut pas laisser le célibataire en téte a téte
avec la femme ou avec le mari. Comment peut-il faire traverser la cheminée a ses trois clients
en respectant ces contraintes ?

Solution On introduit un graphe orienté G, représenté sur la (Fic. [230), grace auquel on
pourra trouver une solution en appliquant I’algorithme de Marquage Orienté (Fia. 2.24)).

Chaque sommet de G est noté X|Y ot (X,Y) est une partition du groupe des quatre personnes
(Célibataire, Mari, Femme et Guide), qui représente la situation suivante : les éléments de X se
trouvent en bas de la cheminée, ceux de Y en haut, et ni X ni Y n’est un téte a téte interdit.

Les arcs de G sont définis de la maniére suivante : deux sommets X|Y et X'|Y’ sont reliés par
un arc si et seulement si I'on peut passer de la situation X|Y a la situation X’|Y’ en réalisant une
seule traversée de la cheminée. Remarquons que pour tout arc de GG, I'arc inverse est aussi un
arc de G. Pour cette raison, on peut considérer G comme un graphe non-orienté. De plus, G est
un graphe biparti puisque le guide doit participer & chaque traversée de la cheminée et donc il
change de coté. (Ces observations n’ont pas d’influence sur la solution.)

Une organisation des passages de la cheminée qui respecte les contraintes du guide correspond
a un chemin dans G du sommet CMFG|¢) au sommet (|CMFG. En exécutant l'algorithme de
Marquage Orienté on obtient ’ensemble S des sommets de G qui peuvent étre atteints depuis
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3,5,0

FIGURE 2.29 — Le graphe orienté G associé a I’épreuve de Bruce Willis (Exercice [[50]), et un
chemin de (8,0,0) a (4,4,0).
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MF|CG F|CMG M|CFG C|MFG 0|CMFG

CMFG|§) MFG|C CFGIM CMG|F CG|MF

FIGURE 2.30 — Le graphe orienté G associé au probléme du guide de I'Exercice [[51] et un chemin
qui donne une solution.

CMFG|) par un chemin et une arborescence (S, F') de racine CMFG|@. On peut alors vérifier que
§|CMFG est bien dans S et I’arborescence (.9, F') fournit un chemin du sommet CMFG|0 au sommet
0|CMFG. Un tel chemin est indiqué sur la (F1G. [2.30) et il donne la solution suivante :

— le guide part d’abord avec le célibataire,
— il redescend seul,

— il remonte avec la femme,

— il redescend avec le célibataire,

— il remonte avec le mari,

— il redescend seul,

— il remonte avec le célibataire.

(Il reste au guide & trouver un prétexte pour faire traverser trois fois la cheminée par le
célibataire!) 0

Remarque 61 L’exercice [[X]] est une variation du probléme classique trés ancien dit "Probléme
de l’homme, de la chévre et du loup" (Alcuin) :

Un homme devait transporter de lautre coté d’un fleuve un loup, une chévre et un panier de
chouzx. Or le seul bateau qu’il put trouver ne permettait de transporter que deux d’entre eux. Il
lui a donc fallu trouver le moyen de tout transporter de l'autre coté sans aucun dommage. Dise
qui peut comment il a réussi a traverser en conservant intacts le loup, la chévre et les choux.

Exercice 152 (Caractérisation de I’existence d’une s-arborescence couvrante)
Soit s un sommet d’un graphe orienté G. Montrer que les conditions suivantes sont équiva-
lentes :
(a) Pour tout sommet p de G, il existe un chemin de s a p dans G.
(b) Pour tout sous-ensemble X de sommets de G contenant s mais pas tous les sommets de
G, il existe au moins un arc de G qui sort de X.
(c) Il existe une s-arborescence couvrante de G.

Solution (a) = (b) : Soit X un sous-ensemble de sommets de G' qui contient s mais pas tous
les sommets de G'; on peut alors choisir un sommet p € V(G) \ X. Par (a), il existe un chemin
de s a p, et d’aprés 'Exercice [[30] il existe au moins un arc de G qui sort de X.

(b) = (¢) : Appliquons l'algorithme de Marquage Orienté & G et s : on obtient alors
une s-arborescence (S, F'). Par (b), 'étape de marquage s’est arrétée seulement lorsque tous les
sommets ont été marqués, on a donc S = V(G), et (S, F) est bien une s-arborescence couvrante
de G.

(¢) = (a) : Soit H une s-arborescence couvrante de G. Par définition, H est un graphe
partiel de G dont s est une racine. En conséquence, pour tout p € V(G) = V(H), il existe un
chemin de s 4 p dans H, et donc dans G. O
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Remarque 62 En inversant les sens des arcs d’un graphe orienté, par la Remarque [577, I’Exer-
cice [I52 fournit la caractérisation suivante de l'existence d’une s-anti-arborescence couvrante :
pour tout sous-ensemble non-vide X de sommets de G ne contenant pas s, il existe au moins un
arc de G qui sort de X.

Exercice 153 (Caractérisation d’une s-arborescence)

Soit s un sommet d’un graphe orienté G. Montrer que les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

(a) G est une s-arborescence,

(b) s est une racine de G et G est sans cycle,

(c) tous les sommets distincts de s sont de degré entrant égal o 1, s est de degré entrant égal

a0 et G est sans circuit,
(d) s est une racine de G et ne l’est plus des qu’on enléve un arc quelconque de G.

Solution (a¢) = (b) : Par définition d’une s-arborescence et d'un arbre, si on (a) alors (b) est
bien vérifiée.

(b) = (c) : Soient n et m le nombre de sommets, respectivement d’arcs, de G. Par
I'Exercice 124] m = Zvev(G) d(v). Or dans G, par (b), tout sommet v # s, est atteignable

depuis s par un chemin dont le dernier arc est un arc entrant dans v; on a donc d(v) > 1, et
par conséquent, m > n— 1. De plus, par (b), G est sans cycle, donc, par 'Exercice 87, m < n—1.
D’aprés ces deux inégalités, on a égalité partout, et ainsi tous les sommets distincts de s sont de
degré entrant égal a 1 et le degré entrant de s est égal a 0.

Enfin, puisque G est sans cycle, il est bien évidemment sans circuit.

(¢) = (d) : Soient S lensemble des sommets atteignables depuis s par un chemin dans
G et S le complément de S dans V(G). Supposons par I'absurde que S # (. Par I'Exercice
(130, 55(5) = (), en d’autres termes, il n’y a aucun arc d'un sommet de S & un sommet de S.
Par conséquent, dans le sous-graphe G[S] les degrés entrants des sommets sont les mémes que
dans G, et par la premiére hypothése de (c), ceux-ci sont tous égaux a 1. Ainsi, par 'Exercice
[33(b), G[S] contient un circuit ce qui contredit la deuxiéme hypothése de (c). On vient ainsi de
démontrer que s est une racine de G.

Soit maintenant uv un arc quelconque de G. Puisque s est de degré entrant 0, v # s. Alors,
par la premiére hypothése de (c), dans G — uw : le degré entrant de v est égal a 0, il n’y a donc

pas de chemin de s & v, c’est-a-dire que s n’est pas une racine.

(d) = (a) : Appliquons l'algorithme de Marquage Orienté & G et s : on obtient alors une
s-arborescence (S, F') ou S est ’ensemble des sommets atteignables depuis s par un chemin dans
G et F C A(G). Par la premiére hypothése de (d), S = V(G), et par la deuxiéme hypothése de
(d), FF = A(G). Donc G = (S, F') est bien une s-arborescence. O

Remarque 63 En inversant les sens des arcs d’un graphe orienté, par la Remarque [, I’Exer-
cice[I53 fournit la caractérisation suivante d’une s-anti-arborescence couvrante : tous les sommets
distincts de s sont de degré sortant égal o 1, s est de degré sortant égal o 0 et G est sans circuit.

Etant donnés une s-arborescence F' et un sommet v # s de F, par 'Exercice [53|(c), il y a
un unique arc entrant de v dans F'. Celui-ci sera noté F(v).

Exercice 154 Soient F' une s-arborescence, u et v deux sommets de F', P le chemin unique de
s au dans F et e un arc de F. Soit F' le graphe orienté obtenu a partir de F en rajoutant un
arc uv et en supprimant l’arc e. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
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(a) F' est une s-arborescence,
(b) e est un arc entrant de v et P ne contient pas v.

Solution (a) = (b) : Puisque, par hypothése, F' et F’ sont des s-arborescences contenant
v, par 'Exercice [53(c), on a d(v) = dj,(v). Or 'ajout de I'arc uv augmente de 1 le degré
entrant de v, il faut donc que la suppression de I'arc e diminue de 1 le degré entrant de v; ainsi
la premiére condition de (b) est démontrée.

Par 'Exercice [[43] il existe un unique (s,v)-chemin P’ dans F’ dont le dernier arc doit donc
étre arc uv et par la Remarque B8, P’ est élémentaire. Or par définition de F”’, tous les arcs
de F’ a 'exception de uv sont des arcs de F'; P/ — v est donc un (s,u)-chemin dans F' et par
définition de P, on a P = P’ — v. Puisque P’ est élémentaire, P(= P’ — v) ne contient pas v,
ainsi la deuxiéme condition de (b) est démontrée.

(b) = (a) : Puisque, par (b), e est un arc entrant de v et F/ = F + uv — e, on a
dp(w) = dg,(w) pour tout sommet w € V(F) = V(F'). Par définition, F' est une s-arborescence
et par conséquent, la condition sur les degrés entrants de I'Exercice [[53](c) est satisfaite pour F'
et donc pour F’.

Supposons par 1'absurde que F’ ne soit pas une s-arborescence. Alors, par I'Exercice [[53|c),
F’ contient un circuit C’ et ainsi P’ := C' —uwv est un (v, u)-chemin dans F’. Par F' = F+uv—e,
F aussi contient P’. Par I'Exercice [[45] il existe un (s,v)-chemin P” dans F. La concaténation
de P" et P’ est un (s, u)-chemin dans F qui est donc égal & P. Par conséquent, P contient v ce
qui contredit (b). 0

Exercice 155 Soit G un graphe orienté tel que pour toute paire x et y de sommets il existe un
sommet d’ot x ety peuvent étre atteints par des chemins. Montrer que G posséde une arborescence
couvrante.

Solution Pour chaque sommet v de G, on note V,, I'ensemble des sommets qui peuvent étre
atteints depuis u par un chemin de G. Soit r un sommet de G tel que |V;| soit maximum.
Supposons qu’il existe un sommet u € V(G) \ V.. Alors, par 'hypothése de Iexercice, il existe
un sommet s tel que u,r € V. Puisque la concaténation d’un chemin de s & r et d’'un chemin
de r & un sommet quelconque w de V, est un chemin de s & w, on a alors V. Uu C Vs, donc
V.| + 1 < |V], ce qui contredit notre hypothése sur r. Par conséquent, V, = V(G), c’est-a-dire
que r est une racine de G, et donc, d’aprés 'Exercice [[52] G posséde une arborescence couvrantg]

Exercice 156 (Justification de l’algorithme Chemin dans une Arborescence (FIG.
Z3T)) ,

(a) Montrer qu’a chaque itération de I’Etape 1, le sommet v existe.

(b) Montrer que pour chaque i, P; est un chemin de v; a t.

(c) En déduire que l’algorithme se termine et que P est un (s,t)-chemin dans F.

Solution (a) D’aprés I’Exercice [[53)(c), dans F, tous les sommets distincts de s ont exactement
un arc entrant. Or & I'Etape 1, v; # s, d’ott I'existence de v.

(b) On va montrer (b) en raisonnant par récurrence sur i. Pour ¢ = 1, P; est un chemin de
v1 & t. Supposons maintenant que la propriété est vérifiée pour ¢ : P; est un chemin de v; a t.
Par conséquent, P;y1, qui est égal & la concaténation des chemins v;41v; et P;, est un chemin de
Vi+1 at.

(c) Soit i une itération de I'Etape 1 au cours de l’exécution de I’algorithme.

Par (b), P; est un chemin de v; & ¢t. Si v; # s alors par (a), le sommet v;11 existe. Par
I’Exercice [[53)(c), F est sans circuit et donc v; 41 n’appartient pas & P; (sinon il existerait j < i
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ALGORITHME CHEMIN DANS UNE ARBORESCENCE :
EnTrREE : Une arborescence F' de racine s et un sommet ¢ de F.
Sorrie : Un (s,t)-chemin P dans F.

Etape 0 : Initialisation.
vy :=t, Pp:=t, i:=1.
Etape 1 : Construction.
Tant que v; # s faire :
Vi+1 = v oll v est I'extrémité initiale de I'unique arc de F' entrant en v;,
P;41 := la concaténation des chemins v;1v; et B,

1:=1+ 1.
Etape 2 : Fin de l’algorithme.
P := P;, STOP.

FIGURE 2.31 — Algorithme Chemin dans une Arborescence.

tel que vy = vy et alors Pj[v;,vj] 4+ vjv; serait un circuit). Le nombre n de sommets de F'
étant fini, 'algorithme s’arréte aprés au plus n itérations avec v; = s et donc par (b), P est un
(s,t)-chemin dans F. O

Remarque 64 L’algorithme Chemin dans une Arborescence est en fait l’algorithme Modifié de
Marquage Orienté appliqué au graphe orienté F' et au sommet t.

ALGORITHME CHEMIN :
Entriég : Un graphe orienté G et deux sommets distincts s et ¢ de G.
Sortie : Un (s,t)-chemin P de G ou un certificat Q qu’il n’y en a pas.

Etape 1 : Marquage.
Exécuter I'algorithme de Marquage Orienté sur G et s pour obtenir ’ensemble S des
sommets qui peuvent étre atteints depuis s par un chemin dans G, et un ensemble F
d’arcs de G tel que (S, F') soit une s-arborescence.

Etape 2 : Construction.
Sit e S, alors exécuter 'algorithme Chemin dans une Arborescence sur (S, F) et ¢
pour obtenir un (s,t)-chemin P, STOP.

Etape 3 : Certificat.
Sit ¢S, alors @ := S et STOP.

FIGURE 2.32 — Algorithme Chemin.

Exercice 157 (Justification de 1’algorithme Chemin (F1G. [Z32)) Montrer que pour s et t,
deuz sommets distincts d’un graphe orienté G, l’algorithme Chemin s’arréte avec un (s,t)-chemin
P de G ou un ensemble Q de sommets de G, contenant s et pas t, sans arc sortant.

Solution Par I’Exercice[[46], 'Etape 1 s’arréte avec une s-arborescence (S, F') ou S est 'ensemble
des sommets qui peuvent étre atteints depuis s par un chemin dans G et F' est un ensemble d’arcs
de G. Si t € S, alors par I'Exercice [56c), I'algorithme s’arréte & la fin de 'Etape 2 avec un
(s,t)-chemin dans (S, F') et donc dans G. Sinon, I'algorithme s’arréte a 'Etape 3 avec Q = S et
par I'Exercice [47(a), §/,(S) = 0. Par I'Exercice [30] @ est un certificat de la non-existence d'un
(s,t)-chemin dans G. 0
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2.5 Algorithmes spécifiques de Marquage Orienté

ALGORITHME DE RECHERCHE EN LARGEUR D’ABORD :

Entriée : Un graphe orienté G et un sommet s de G.

Sorrie : L’ensemble S des sommets qui peuvent étre atteints depuis s par un chemin dans G,
une numérotation ui, ..., u gy des éléments de S qui indique 'ordre d’exploration des sommets
par l'algorithme et un ensemble F' d’arcs de G tel que (S, F') soit une s-arborescence.

Etape 0 : Initialisation.
Uy 1= {S},Sl = {ul}, A = @, t:=1etj:=1.
Etape 1 : Ezploration d’un sommet.
Tant qu'il existe un arc u;v de G tel que v ¢ S; faire :
Uj+1 =V,
Sit1 =8 U{ujs1},
Ajr = Aj U{uiuja
Jj=J+1L
Etape 2 : Choiz du prochain sommet.
Sii+ 1< j alors faire
ti=14+1,
aller & I’Etape 1.
Etape 3 : Fin de l’algorithme.
S = Sj, F = Aj, STOP.

FIGURE 2.33 — Algorithme de Recherche en Largeur d’Abord.

Exercice 158 Exécuter l'algorithme de Recherche en Largeur d’Abord (F1G.[2:33)) sur le graphe
orienté de la F1G. 2.23]

Solution Une exécution de 'algorithme de Recherche en Largeur d’Abord sur le graphe orienté
de la F1G. 228 est illustrée Fi1G. 2,34 : les sommets sont numérotés et les arcs dans A; sont en

gras. O

Remarque 65 Beaucoup d’auteurs francophones utilisent la dénomination anglo-saxonne "BFS"
(pour Breadth First Search) a la place de "Algorithme de Recherche en Largeur d’Abord”.

Remarque 66 On note que I’Algorithme de Recherche en Largeur d’Abord est une version de
UAlgorithme de Marquage dans laquelle Uextrémité initiale de Uarc & choisir a U'Etape 1 est
imposée. Les régles utilisées sont les suivantes :
— étant donné un sommet marqué, on considére consécutivement tous ses arcs sortants en
vue d’un marquage (exploration du sommet),
— les sommets sont explorés dans l'ordre dans lequel ils ont été marqués (choix du prochain
sommet).
— Ualgorithme s’arréte lorsque tous les sommets marqués ont été explorés.

Remarque 67 L’Algorithme de Recherche en Largeur d’Abord est utilisé dans la résolution de
certains probléemes de plus courts chemins, voir [’Exercice [2ZI8 Plus précisément, on verra que
la s-arborescence (S, F') produite par cet algorithme est telle que : pour chaque sommet v de
S, le (s,v)-chemin dans (S, F) a la propriété d’étre un (s,v)-chemin dans G ayant un nombre
minimum d’arcs.
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@
(3)
6
(4) (5) (6)
FIGURE 2.34 — Les différentes étapes d’une exécution de 'algorithme de Recherche en Largeur
d’Abord sur le graphe orienté de la FiG. 225

Etant donné un entier positif k, une fonction ¢ définie sur un ensemble S est dite numéro-
tation de S a partir de £ si elle attribue a chaque élément de S un entier distinct entre k et
k+1]S|—1. On dira que le sommet v est de f~-numéro i (ou numéro i s’il n’y a pas d’ambiguité)
si l(v) = i.

Exercice 159 Ezxécuter ’algorithme de Recherche en Profondeur d’Abord (FiG. 2238) sur le
graphe orienté de la F1G. [2.25]

Solution Une exécution de I'algorithme de Recherche en Profondeur d’Abord sur le graphe
orienté de la F1G. 2.2 est illustrée F1G. 2,30 : les sommets sont numérotés et les arcs dans A;
sont en gras. O

Remarque 68 Beaucoup d’auteurs francophones utilisent la dénomination anglo-saxonne "DFS"
(pour Depth First Search) a la place de "Algorithme de Recherche en Profondeur d’Abord".

Remarque 69 Lors de ’exécution de I’Algorithme de Recherche en Profondeur d’Abord, entre
le moment ot un sommet v est marqué et numéroté £(v) et le moment ot il y a une marche
arriére depuis v, on effectue les mémes opérations qu’une exécution de I’Algorithme de Recherche
en Profondeur d’Abord avec pour données G — {w' : L(w") < L(v)} et v, en numérotant a partir
de L(v) (c’est-a-dire en affectant la valeur £(v) & la variable i a I’Etape d’Initialisation,).

Exercice 160 (Justification de ’algorithme Recherche en Profondeur d’Abord (FIG.
2.358))) Montrer que I’Algorithme de Recherche en Profondeur d’Abord

(a) se termine,

(b) construit un ensemble S de sommets de G sans arc sortant,

(c) a une sortie qui vérifie les propriétés décrites sur la (F1G. [230]).

Solution On montrera que 1’Algorithme de Recherche en Profondeur d’Abord (FiG. 2235]) est
une version particuliére de I’Algorithme de Marquage Orienté (F1G. [Z24]) dans laquelle 'extré-
mité initiale u de I’arc & choisir & ’'Etape 1 est imposée.
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ALGORITHME DE RECHERCHE EN PROFONDEUR D’ABORD :

EntrEE : Un graphe orienté GG, un sommet s de G.

Sortie : L’ensemble S des sommets qui peuvent étre atteints depuis s par un chemin dans G,
un ensemble F' d’arcs de G tel que (S, F) soit une s-arborescence, une numeérotation ¢ de S
a partir de 1, et une fonction pére p(.) qui associe & chaque sommet de S distinct de s, son
unique voisin entrant dans I’arborescence (5, F).

Etape 0 : Initialisation.
i:=1,8:={s}, A :=0,L4(s) :=4, u:=s.
Etape 1 : Parcours du graphe orienté.
S’il existe un arc uv de G tel que v ¢ S; alors aller a I’Etape 2,
sinon si u # s alors aller a I’Etape 3,
sinon aller & 1'Etape 4.
Etape 2 : Marquage.
Sit1:=5; U {v},
Aipq = A U {uv},
L(v) =141,
p(v) == u,
U=,
=141,
Aller a I'Etape 1.
Etape 3 : Marche arriére.
U= p(u)z
Aller a ’Etape 1.
Etape 4 : Fin de l’algorithme.
S:=8; et F:= A;, STOP.

FIGURE 2.35 — Algorithme de Recherche en Profondeur d’Abord.

(a) On remarque que la suite des valeurs prises par le sommet courant u au cours d’une
exécution de l'algorithme est telle que :
— cette suite ne contient que des sommets marqués (c’est-a-dire dans S), elle commence et
se termine par s,
— pour un sommet marqué donné x, seule la derniére occurrence de x ne correspond pas a
un marquage.
Le nombre de marquages possibles étant fini, 'algorithme se termine.

(b) Supposons qu’a la fin de 'algorithme on ait un sommet v dans S et un arc vw de G
tels que w ¢ S. Puisque v est dans S, v apparait dans la suite des valeurs prises par le sommet
courant et sa derniére occurrence dans la liste correspond a une marche arriére depuis v : mais
alors plus aucun marquage n’est possible depuis v et ceci contredit notre hypothése sur I'arc vw.

(c) Par (a) et (b), lorsque ’Algorithme de Recherche en Profondeur d’Abord se termine, les
ensembles S et F' obtenus auraient pu l’étre par une exécution de I’Algorithme de Marquage
Orienté. Par I'Exercice [47(b) et (c), S est 'ensemble des sommets qui peuvent étre atteints
depuis s par un chemin dans G et (S, F') est une s-arborescence. Par définition de I'Etape de
Marquage, les sommets sont f-numérotés selon 'ordre dans lequel ils sont marqués, et pour
chaque sommet v dans S\ {s}, p(v) est 'unique voisin entrant de v dans (S, F'). 0
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[

S

FI1GURE 2.36 — Les différentes étapes d’une exécution de 'algorithme de Recherche en Profondeur
d’Abord sur le graphe orienté de la FiG. 225

Soient (S, F') un sous-graphe partiel de G = (V, A) et ¢ une numérotation de S & partir
de k, pour un entier k quelconque. On dit que ((S, F'),¢) est une RPA-arborescence de G
numeérotée s’il existe une exécution de I’Algorithme de Recherche en Profondeur d’Abord avec
pour entrée G et le sommet de f-numéro k, telle que la sortie obtenue soit ((S, F), ') avec
¢ =0 —k+1 (¢ numérote les sommets dans le méme ordre que ¢ mais a partir de 1). On
remarque qu’en remplagant dans 1’Algorithme de Recherche en Profondeur d’Abord, a la phase
d’initialisation, l'instruction ¢ := 1 par ¢ := k on obtient une numérotation de S a partir de k.
On dit que (5, F) est une RPA-arborescence de G s’il existe une numérotation ¢ de S telle
que ((S, F),¢) soit une RPA-arborescence de G numérotée.

Exercice 161 Soient H = (S, F') une arborescence d’un graphe orienté G = (V, A) et { une
numérotation de S a partir de 1. Montrer que (H,{) est une RPA-arborescence de G numérotée
si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites pour tout w € S :

(a) H™ contient tous les successeurs de w dans G — {w' : £(w') < £(w)},

(b) la restriction de £ aux sommets de H™! est une numérotation o partir de f(w).

Solution Montrons d’abord que les conditions sont nécessaires. Supposons donc que (H, /) ait
été obtenu comme sortie d’'une exécution de 1’Algorithme de Recherche en Profondeur d’Abord
avec pour entrée G et s. Pour tout w € S, par la Remarque[69] et ’Exercice [I60], on a marqué tous
les sommets accessibles depuis w dans G — {w’ : {(w') < £(w)} et (a) et (b) sont bien vérifiées.

Nous montrons maintenant, par récurrence sur le nombre de sommets de H, que les conditions
sont suffisantes. S’il y a un seul sommet = dans H alors H ne contient pas d’arcs et ¢(z) = 1.
Puisque (H, /) vérifie (a), il n'y a dans G aucun arc sortant de x, et (H,¥) est alors la sortie de
I’Algorithme de Recherche en Profondeur d’Abord avec pour données G et x.

Supposons maintenant que le résultat est vrai pour toute arborescence & n — 1 sommets
(n > 1) munie d’'une numérotation qui satisfait les hypothéses de I'exercice. Soient H = (S, F')
une arborescence a n sommets de G et £ une numérotation de S & partir de 1 satisfaisant les
conditions (a) et (b).

Par (b), le sommet x de f-numéro 1 est la racine de H, et pour le sommet y de {-numéro n,
HWY = y. Comme n > 1, y # x et donc par I'Exercice [[53|¢), y a un unique prédécesseur z dans
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H. Par HY = y et "'Exercice [44] H — y est une arborescence de G — y; et puisque, de plus, y
est de f-numéro maximum dans H, H — y et la numérotation ¢ restreinte a S\ {y} vérifient (a)
et (b) dans G — y. Donc par I’hypothése de récurrence, il existe une exécution de 1’Algorithme
de Recherche en Profondeur d’Abord ayant pour entrée G — y et le sommet x, dont la sortie est
(H =), 0 =l]s\(y})-

Si I’Algorithme de Recherche en Profondeur d’Abord, ayant pour entrée G et z, peut s’ef-
fectuer de la méme maniére que pour G — y et = jusqu’a l'itération ¢ ou plus aucun marquage
n’était possible a partir de z, alors au lieu de faire marche arriére ou de s’arréter, ’algorithme
rajouterait y a ’ensemble des sommets marqués, poserait £'(y) := n et p(y) := z, le sommet
courant deviendrait égal & y, par (a) il n’existe pas d’arc sortant de y vers un sommet non /-
numéroté, 'algorithme ferait alors marche arriére et le nouveau sommet courant deviendrait égal
a z, ensuite l'algorithme poursuivrait de la méme maniére que dans G — y et le résultat de cette
exécution serait bien (H,¢ = ¢).

Il ne reste donc plus qu’a montrer que le comportement de 'algorithme peut étre le méme
dans G et dans G —y jusqu’a l'itération t. Un marquage possible dans G —y reste possible dans G,
par contre il faut vérifier que toutes les marches arriéres restent autorisées, c¢’est-a dire que tout
sommet depuis lequel on avait fait marche arriére avant l'itération ¢ n’est pas un prédécesseur
de y. Supposons au contraire qu’il existe w un sommet prédécesseur de y dans G pour lequel
lexécution de algorithme dans G — y a fait marche arriére avant 'itération ¢. Par (a) on a que
y est dans H (] et donc z qui est I'unique prédécesseur de y dans H est dans (H — y)[w}. Par la
Remarque [69, une marche arriére depuis w ne peut avoir lieu qu’aprés une marche arriére depuis
tous les sommets de (H — y)[w} distincts de w; on obtient une contradiction & notre hypothése
selon laquelle on a fait marche arriére depuis w avant de faire marche arriére depuis z. 0

ALGORITHME DE RECHERCHE COMPLETE EN PROFONDEUR D’ABORD :
ExtrEE : Un graphe orienté G = (V, A).
Sorrie : Une forét d’arborescences (V, F) et une numérotation ¢ de V de 1 a |V.

Etape 0 : Initialisation.
F:=0,G:=G,i:=1.
Etape 1 : Parcours du graphe orienté.
Si V(G;) # 0 alors faire
Choisir un sommet s; € V(G;),
Exécuter ’Algorithme de Recherche en Profondeur d’Abord pour G; et s;
pour obtenir S; C V(G;), une numérotation ¢; de S; de 1 a |5,
et I; C A(GZ),
F:=FUF,
pour chaque v € S; on pose £(v) := £;(v) + |[V(G)| — |V(G;)|,
Giy1:=Gi = S;.
1:=141,
Aller a I'Etape 1.
Etape 2 : Fin de lalgorithme.
STOP avec ((V, F),{).

FIGURE 2.37 — Algorithme de Recherche Compléte en Profondeur d’Abord.
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Exercice 162 Ezécuter l’algorithme de Recherche Compléte en Profondeur d’Abord (F1G. [237])
sur le graphe orienté de la F1G. 238

FI1GURE 2.38 — Graphe orienté de I'Exercice [162]

Solution Une exécution de I'algorithme de Recherche Compléte en Profondeur d’Abord sur le
graphe orienté de la FiG. 2.38 est illustrée FiG. 2239 : les sommets sont numérotés et les arcs
dans F; sont en gras.

AN AN AN
\ \ \

/

4

S92 (4) S1 S92 (5) S1

FIGURE 2.39 — Les différentes étapes d’une exécution de I'algorithme de Recherche Compléte en
Profondeur d’Abord sur le graphe orienté de la Fic. 2.38]
O

Soient (V, F') un graphe partiel d’un graphe orienté G = (V, A) et £ une numérotation de V'
a partir de 1. On dit que ((V, F'),¢) est une RCPA-forét d’arborescences de G numérotée
s’il existe une exécution de I’Algorithme de Recherche Compléte en Profondeur d’Abord (F1G.
2.37), avec pour entrée G et le sommet de f-numéro 1, telle que la sortie obtenue soit (V, F) et
¢. On dit que (V, F') est une RCPA-forét d’arborescences de G s'il existe une numérotation
¢ de V telle que ((V, F), ) soit une RCPA-arborescence de G numeérotée.

Remarque 70 Soient (V,F) une forét d’arborescences de G = (V, A), £ une numérotation de
V' a partir de 1. Par la définition de I’Algorithme de Recherche Compléte en Profondeur d’Abord
(Fic. 237), ((V, F),f) est une RCPA-forét d’arborescences de G numérotée si et seulement si
chaque composante connexe (V') F') de (V, F) de racine r munie de la numérotation €|y est une
RPA-arborescence de G — {v : £(v) < £(r)}, numérotée a partir de £(r).

Exercice 163 Soient H = (V, F) une forét d’arborescences d’un graphe orienté G = (V, A)
et £ une numérotation de V(G). Montrer que (H,l) est une RCPA-forét d’arborescences de G
numérotée si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites pour tout w € V :
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(a) H™! contient tous les successeurs de w dans G — {w' : £(w') < £(w)},
(b) la restriction de £ aux sommets de H™! est une numérotation o partir de ((w).

Solution Par la Remarque [70] il suffit d’observer que les conditions (a) et (b) de I'Exercice [163]
sont vérifiées par ¢ dans G si et seulement si pour toute arborescence (V', F') de (V, F') de racine
r, la numérotation ¢/ = £|y,» — £(r) + 1 vérifie les conditions de 1’Exercice [I61] dans le graphe

orienté G — {v : £(v) < l(r)}. 0
Remarque 71 L’Algorithme de Recherche Compléte en Profondeur d’Abord est utilisé dans la
résolution de certains problémes de connexité des graphes orientés, voir I’Exercice [190

2.6 Arborescences : paquage et recouvrement

Exercice 164 (Théoréme d’Edmonds)
Soit G = (V, A) un graphe orienté, r un sommet de G et k > 2 un entier.

(a) Montrer que si G posséde k r-arborescences couvrantes arc-disjointes, alors

pour tout sous-ensemble non-vide X de V' \ {r},

2.1
au moins k arcs de G entrent dans X. (2.13)
Dans la suite de ’exercice on suppose que (2.13)) est satisfaite.
Soit (U, F) un sous-graphe partiel de G qui est maximal pour les propriétés suivantes :
(U, F) est une r-arborescence, (2.14)
pour tout sous-ensemble non-vide X de V' \ {r}, (2.15)

au moms k — 1 arcs de G — F' entrent dans X.

On suppose que U est strictement inclus dans V.
Un sous-ensemble Z de sommets de G sera dit dangereux si Z ne contient pas r, n’est pas
inclus dans U et exactement k — 1 arcs de G — F entrent dans Z.

(b) Montrer que tout arc sortant de U entre dans un ensemble dangereus.
(¢c) Montrer que G posséde un ensemble dangereur minimal Z .

(d) Montrer que G posséde un arc wv de ZNU a Z \ U.

(e) Montrer que uv entre dans un ensemble dangereuz Y .

(f) Montrer que Z NY est un ensemble dangereus.

(9) Conclure que U = V.

(h) Conclure que G posséde k r-arborescences couvrantes arc-disjointes si et seulement si (2.13))
est satisfaite.

Solution (a) Supposons que G posséde k r-arborescences couvrantes arc-disjointes Ry, ..., Ry.
Soit X un sous-ensemble non-vide de V' \ {r}. Par 'Exercice [[52] appliqué a la r-arborescence
couvrante R; (i =1,...,k) et a I'ensemble V' \ X, il existe un arc e; de R; qui sort de V'\ X et
donc entre dans X. Puisque les R; sont arc-disjointes, les arcs e; sont distincts. Par conséquent,

([Z13) est satisfaite.

1. Maximal signifie ici qu’en ajoutant un sommet ou un arc de G a (U, F') le graphe orienté obtenu viole I'une

des deux propriétés (2I4) et (2I5]).
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(i)

FIGURE 2.40 — Illustration de la solution de I’Exercice [[64[a) - (f).

(b) Soit wv un arc sortant de U. Par définition de U, uv n’est pas dans F. Par I'Exercice
[[43] le graphe orienté obtenu & partir de (U, F') en rajoutant le sommet v et l'arc uv est une
r-arborescence et ainsi satisfait (Z14). Donc F'U {uv}, par la maximalité de (U, F'), ne satisfait
pas (2.I0), c’est-a-dire qu'il existe un sous-ensemble X de V| non-vide, ne contenant pas r, et tel
qu’au plus k — 2 arcs de G — (FU{uv}) entrent dans X. Puisque, par (2.10), au moins k — 1 arcs
de G — F' entrent dans X, on a que uv et exactement k — 2 autres arcs de G — F entrent dans X.
Comme X contient le sommet v qui n’est pas dans U, c’est un ensemble dangereux dans lequel
uv entre.

(c) Puisque r € U C V, par [2.I5) appliqué a V' \ U, il existe au moins un arc qui sort de
U. Par (b), cet arc entre dans un ensemble dangereux. L’ensemble des ensembles dangereux n’est
donc pas vide et par conséquent il existe un ensemble dangereux minimal.

(d) Puisque Z est dangereux, Z \ U n’est pas vide et ne contient pas r; par (Z13), on a donc
au moins k arcs de G qui entrent dans Z \ U. De plus, puisque Z \ U est disjoint de ’ensemble
U des sommets de F| le degré entrant de Z \ U est le méme dans G — F' que dans G, c’est-a-dire
au moins k. Or tout arc de G — F entrant dans Z \ U vient soit de V' \ Z (au plus k — 1 car Z
est dangereux) soit de Z N U. Par conséquent, il existe au moins un arc de ZNU a Z\ U.

(e) Puisque, par définition l'arc uv sort de U, par (b), il entre dans un ensemble dangereux
Y.

(f) Les ensembles Y et Z contiennent v qui n’est pas dans U, donc Y NZ et Y U Z sont non-
vides et ne sont pas inclus dans U. De plus, puisque Y et Z sont dangereux, ils ne contiennent
pas r et exactement k — 1 arcs de G — F' entrent dans chacun d’eux. En conséquence, on a aussi
que YN Z et Y UZ ne contiennent pas . Donc par (2.I5]), au moins k — 1 arcs de G — F entrent
dans chacun d’eux. Par ([27)) de I'Exercice appliqué a G — F, Y et Z, on a

(k=1 +k-1) = dg p(Y)+dg p(Z)
de_p(YNZ)+dg_p(YUZ)

>
> (k—1)+ (k—1).

Par conséquent, d.,_ (Y NZ) = k — 1 et ainsi 'ensemble Y N Z est dangereux (de méme que
I’ensemble Y U 7).

(g) Par (c), G posséde un ensemble dangereux minimal Z. Par (d), il existe un arc uv de
ZNU a Z\U. Par (e), uv entre dans un ensemble dangereux Y. Alors par (f), Z NY est un
ensemble dangereux, strictement inclus dans Z car v appartient a Z mais pas a Y. Ceci contredit
le fait que Z est un ensemble dangereux minimal. On en conclut que si U C V alors on aboutit
a une contradiction, d’ot U = V.

(h) Montrons tout d’abord que la condition est nécessaire. Supposons donc que G posséde k
r-arborescences couvrantes arc-disjointes. Par (a), (2.13]) est satisfaite.
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Pour montrer que la condition est suffisante supposons que (ZI3)) soit satisfaite. Soit (U, F')
un sous-graphe partiel maximal de G qui satisfait (2I4]) et (2I5]). Un tel sous-graphe partiel
existe car (r, ) satisfait (2.14) et ([2.I5).

Par (g), U = V, et alors, par (214), Ry = (U, F) est une r-arborescence couvrante de G.
On va raisonner par récurrence sur k. Si k = 2, alors puisque (2.13]) est satisfaite, par 'Exercice
52, G — F posséde une r-arborescence couvrante Ry. Ainsi Ry et Ry sont deux r-arborescences
couvrantes de G arc-disjointes, donc pour k = 2, (b) est démontré. On suppose maintenant que
k > 3 et que (b) est vrai pour k — 1, c’est-a-dire que, puisque (2.I7)) est satisfaite, G — F' posséde
k — 1 r-arborescences couvrantes Rq,...,Ri_1. Ainsi Rq,..., Ri_1, Ry sont k r-arborescences
couvrantes de G arc-disjointes. O

Soit G = (V, A) un graphe orienté et k un entier. On appelle recouvrement des arcs de G
par k foréts d’arborescences un ensemble de k sous-ensembles d’arcs de G, Aq,..., A, dont
I'union est égale a A et tel que chaque graphe partiel (V) A;) de G est une forét d’arborescences.

Exercice 165 (Théoréme de Frank)
Soit G = (V, A) un graphe orienté et k > 2 un entier.

(a) Montrer que s’il existe un recouvrement des arcs de G par k foréts d’arborescences, alors

k pour tout v €'V, (2.16)

d”(v)
| E(|X|—1) pour tout X CV, X # 0. (2.17)

<
[AGIX]] <
Dans la suite de ’exercice on suppose que (2.16)) et (ZIT) sont satisfaites.
On consideére le graphe orienté H obtenu a partir de G en ajoutant un nouveau sommet r et
k —dg(v) nowveaus arcs de r a v pour chaque sommet v de G.

(b) Montrer que dans H tous les sommets distincts de v sont de degré entrant égal a k.

(¢c) Montrer que le graphe partiel de G obtenu en enlevant le sommet v d’une r-arborescence
couvrante de H est une forét d’arborescences.

(d) Montrer que (2Z13) est satisfaite pour H, r et k.
(e) Montrer qu’il existe une partition des arcs de H par k r-arborescences couvrantes de H.

(f) Conclure qu’il existe un recouvrement des arcs de G par k foréts d’arborescences si et

seulement si ([210)) et (Z17) sont satisfaites.

Solution (a) Supposons qu'il existe un recouvrement des arcs de G par k foréts d’arborescences
A, ..., AL,

Soit v un sommet quelconque de G. Pour ¢ = 1,...,k, puisque (V, 4;) est une forét d’ar-
borescences, sa composante connexe qui contient v est une arborescence et alors par I'Exercice
I53l(c), au plus un arc de A; entre dans v. Comme tout arc de G appartient & au moins un A;, le
degré entrant de v dans G est au plus la somme pour i allant de 1 & k£ du nombre d’arcs de A;
entrant dans v, cette somme est au plus k par 'argument précédent et ainsi (2.16]) est satisfaite.

Soit X un sous-ensemble non-vide quelconque de V. Pour i = 1,...,k, soit A} 'ensemble des
arcs de A; dont les deux extrémités sont dans X. Puisque (V, A4;) est une forét d’arborescences,
par U'Exercice [53(b), (V, A;) ne contient pas de cycle (au sens non-orienté) et donc (X, A;) non
plus, et ainsi, par 'Exercice B0 |A]| < |X| — 1. Comme tout arc de G appartient & au moins
un A;, le nombre d’arcs de GG inclus dans X est au plus la somme sur ¢ du nombre d’arcs de A;
inclus dans X, soit Z§=1 |A%|. Cette somme est au plus k(] X| — 1) par Pargument précédent et
ainsi (2Z.I7) est satisfaite.
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(b) Soit v un sommet quelconque de V. Par [2.16]), k — d(v) > 0 et ainsi H est bien défini.
Par construction, dj; (v) = dg(v) + (k — dg(v)) = k.

(c) Soient R une r-arborescence couvrante de H, S une composante connexe quelconque de
R — r. Puisque R est connexe, il existe dans R au moins un arc entre r et S, et puisque R est
sans cycle il en existe au plus un. En conséquence, il existe dans R exactement un arc entre r et
un sommet s de S. Puisque R est une r-arborescence, par I’'Exercice [[53] tous les sommets de R
distincts de 7 sont de degré entrant égal a 1 et R est sans circuit. Selon ce qui précéde, la méme
propriété est vérifiée pour S et s. Donc, d’aprés I'Exercice [I53], S est une s-arborescence. On en
conclut que R — 7 est une forét d’arborescences.

(d) Soit X un sous-ensemble non-vide quelconque de V(H)\ {r} = V. Par (2:2)) de 'Exercice
28], dans H le degré entrant de X est égal & la somme des degrés entrants des sommets de X
moins le nombre d’arcs inclus dans X. Par (b), tous les sommets de X sont de degré entrant égal
& k dans H. Puisque r n’est pas dans X et par la construction de H, ’ensemble des arcs inclus
dans X est le méme dans H et dans G, et par ([2.17)), le cardinal de cet ensemble est inférieur ou
égal & k(| X| —1). En conséquence,

dp(X) = ) dy(v) — |AHX])]

veX

= " k- |AGIX))
veX

> kX[ - k(X[ - 1)
k

et ainsi (2.13) est satisfaite pour H, r et k.

(e) Par (d) et I'Exercice [[64(h), H posséde k r-arborescences couvrantes arc-disjointes. Il
nous reste a montrer que tout arc de H appartient a I'une d’elles. Par I’Exercice 124] le nombre
d’arcs de H est égal a la somme des degrés entrants des sommets de H. Or, d’aprés (b), chaque
sommet de V est de degré entrant égal a k, et par la construction de H, r est de degré entrant
nul. D’o,

AH)| = > d(v)
veV (H)
= d (rN+Y d(v)
veV
= 0+ k
veV
= kV|

De plus, par 'Exercice BAl les k r-arborescences couvrantes arc-disjointes de H contiennent
en tout k(|V(H)| — 1) = k|V| arcs distincts, c’est-a-dire le méme nombre d’arcs que H. En
conséquence, on a bien une partition des arcs de H par k r-arborescences couvrantes de H.

(f) Par (a), les conditions (2.I6]) et (ZI7) sont nécessaires a l'existence d’un recouvrement
des arcs de G par k foréts d’arborescences.

Pour montrer que les conditions sont suffisantes supposons qu’elles soient satisfaites. Par (e),
il existe une partition (donc un recouvrement) des arcs de H par k r-arborescences couvrantes
de H. Par (c), en enlevant le sommet r, on obtient un recouvrement des arcs de G par k foréts
d’arborescences. 0
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2.7 Arborescence couvrante de coiit minimum

Soit (G = (V, A),c) un réseau, ou la fonction ¢ est dite fonction de cotit sur les arcs de
G et soit F' un sous-ensemble quelconque d’arcs de G. On appelle c-cotit de F' (ou cotit s’il n'y
a pas d’ambiguité) la valeur ¢(F'). Par extension, le c-cotit du graphe orienté G, noté ¢(G),
est égal au c-cott de I'ensemble A de ses arcs.

Dans cette section nous nous intéressons a la recherche d’une s-arborescence couvrante de G
de c-colit minimum.

Remarque 72 Si s est une racine de G alors, par I’Ezercice 153, le nombre d’arborescences
couvrantes de G est non-nul, et ce nombre est bien évidemment fini. Par conséquent, le codt
minimum d’une arborescence couvrante de G est bien défini.

Exercice 166 Soient G un graphe orienté, s un sommet de G, C un circuit élémentaire de G
qui me contient pas s et G' le graphe orienté obtenu & partir de G en contractant C.
(a) Montrer que si F est une s-arborescence couvrante de G, alors le graphe orienté F' obtenu
a partir de F' en contractant C' contient une s-arborescence couvrante de G'.
(b) Montrer que si F' est une s-arborescence couvrante de G', alors le graphe partiel F de G
induit par la réunion des arcs de F' et de C contient une s-arborescence couvrante de G.

Solution Notons que s est bien un sommet de G’ puisqu’il n’appartient pas a C.

(a) Soit v' un sommet quelconque de G’ et v le sommet de G dont v’ est I'image. Puisqu’il
existe, par définition, un (s, v)-chemin dans F, il existe, par 'Exercice [[32] un (s, v’)-chemin dans
F' et ainsi s est une racine de F’. Notons que F est un graphe partiel de G, par conséquent F”
est un graphe partiel de G’ et alors s est une racine de G’. Par I’Exercice [[52] G’ contient bien
une s-arborescence couvrante, voir F1G. 2,411

F/

G/

F1GURE 2.41 — Un graphe orienté G qui contient un sommet s, un circuit C' et une s-arborescence
couvrante F'. Le graphe orienté G’ obtenu a partir de G en contractant C et une s-arborescence
couvrante I’ de G'.

(b) Soient vc le sommet de G’ obtenu par la contraction de C' dans G, €’ I'unique arc de F’
entrant dans vo (voir 'Exercice [[53) et w lextrémité terminale de €’ dans G, voir Fia. 2242
Par 'Exercice [[52] il suffit de montrer que s est une racine de F. Soient v un sommet de F
distinct de s et v/ son image dans G’. Par définition, il existe un (s,v’)-chemin élémentaire P’
dans F’. Dans la suite nous allons utiliser les chemins définis ci-dessous, voir FIG. :
- Pj 4, le (s, w)-chemin dans G obtenu en remplagant ve par w dans un (s, v¢)-chemin de F'.
- Cyu, le (w,u)-chemin dans C' pour chaque sommet u de C, qui existe par la Remarque

Nous allons distinguer trois cas :
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wi7
C
ve

F

G G
FIGURE 2.42 — Tllustration du début de la solution de I'Exercice [I66I(b).

FIGURE 2.43 — Illustration de la fin de la solution de I’Exercice [I66(b).

— Si aucun arc de P’ n’est incident a ve, alors P’ est aussi un (s, v)-chemin dans G.

— Si exactement un arc de P’ est incident & vo, alors v/ = vg, c’est-a-dire que v est un
sommet de C. Alors la concaténation de P, et Cy, est un (s, v)-chemin dans G.

— Sinon, puisque P’ est élémentaire, il contient exactement deux arcs incidents a v¢, arc
entrant €’ et I'arc sortant f’. Soit u le sommet de C' qui est 'extrémité initiale de f’ dans
G. En remplagant ve par u dans le (ve, v')-sous-chemin de P/, on obtient un (u, v)-chemin
P, ., dans G. Alors la concaténation de Py, Cyoy €t Py, est un (s,v)-chemin dans G,
voir Fic. 2.43 O

Exercice 167 Soient G un graphe orienté, s une racine de G, ¢ une fonction de codt sur les
arcs de G qui est non-négative, C un circuit élémentaire de G de codt 0 qui ne contient pas s et
G’ le graphe orienté obtenu a partir de G en contractant C. Montrer que le coit minimum d’une
s-arborescence couvrante de G est égal a celui d’une s-arborescence couvrante de G'.

Solution Nous allons montrer I'égalité en deux étapes.

Par I'Exercice [[52] il existe une s-arborescence couvrante F' de G de cofit minimum. Par
I'Exercice [I66((a), le graphe orienté F’ obtenu a partir de F' en contractant C' contient une
s-arborescence couvrante H' de G’. Puisque les cofits sont non-négatifs, on a que

c(H") < c(F') < c(F).

Par conséquent, le cotit minimum d’une s-arborescence couvrante de G’ est inférieur ou égal a
celui d’une s-arborescence couvrante de G.

Par 1'Exercice [I66] il existe une s-arborescence couvrante F’ de G’ de colit minimum et le
graphe partiel F' de G induit par la réunion des arcs de F’ et de C' contient une s-arborescence
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couvrante H de G. Puisque les coiits sont non-négatifs et le coiit de C' est égal a4 0, on a que
c(H) < c(F) = c(F") 4+ ¢(C) = c(F).

Par conséquent, le colit minimum d’une s-arborescence couvrante de G est inférieur ou égal a
celui d’'une s-arborescence couvrante de G'. n

Exercice 168 FEzécuter l’algorithme Arborescence de Codt Minimum (F1G. [244]) sur le graphe
orienté de la F1G. 2.45]

Solution On note que le graphe orienté de la FIG. posséde bien une s-arborescence cou-
vrante et donc l'algorithme Arborescence de Cofit Minimum peut étre appliqué. Les différentes
étapes de l'application de 'algorithme Arborescence de Cotit Minimum sur le graphe orienté
de la FIG. sont représentées sur la F1G. 46l L'Etape 0 est illustrée en (a). En (b) sont
représentés le graphe orienté G, les cofits ¢y calculés a la premiére itération de I’Etape 1, I'en-
semble d’arcs F) calculé & la premiére itération de I'Etape 2 et le circuit C; calculé a la premiére
itération de I’'Etape 3. En (c) on a représenté le graphe orienté obtenu a la fin de la premiére
itération de I'Etape 3 par contraction du circuit C; dans G et en conservant les coiits co. En
(d) sont représentés le graphe orienté G, les cotits c3 calculés a la deuxiéme itération de I'Etape
1, Pensemble d’arcs F, calculé a la deuxiéme itération de I'Etape 2 et le circuit Cy calculé a la
deuxiéme itération de I'Etape 3. En (e) on a représenté le graphe orienté obtenu 4 la fin de la
deuxiéme itération de I'Etape 3 par contraction du circuit Cy dans G et en conservant les cotits
c3. En (f) sont représentés le graphe orienté G, les cotits ¢4 calculés a la troisiéme itération de
I'Etape 1, ensemble d’arcs Fy calculé a la troisiéme itération de I'Etape 2. Puisque Fj induit une
s-arborescence couvrante de G, 'algorithme passe a ’'Etape 4. Dans cette étape 1’algorithme
décontracte le circuit Cy pour obtenir Ay représenté en (g), puis le circuit C; pour obtenir Ay
représenté en (h). L’algorithme s’arréte alors et les arcs de A; induisent une s-arborescence
couvrante de G de colit minimum (égal a 18). 0

Exercice 169 (Justification de l’algorithme Arborescence de Cotit Minimum (FIG.
244))) Soit k le nombre de graphes orientés G; construits lors d’une exécution de l’algorithme
Arborescence de Codt Minimum.
(a) Montrer que pour tout i entre 1 et k, c;+1 est une fonction non-négative.
(b) Montrer que pour tout i entre 1 et k, une s-arborescence couvrante H de G; est de c¢;-cott
minimum si et seulement si H est de c;y1-colt minimum.
(c) Montrer qu’a I’Etape 3, si S; # V(G;) alors il existe un circuit élémentaire dans G — ;.
(d) Montrer qu’a I’Etape 4 pour tout i (k >1i>1), (V(G;), A;) est
(i) une s-arborescence couvrante de G,
(ii) de c;y1-colt minimum.

Solution (a) Lors de la modification des cotts, pour tout arc uv de Gj, on a, par définition de
cit1(uv) et de g;(v),

Cit1(uv) = ¢j(uv) — g;(v) > ¢;j(uv) — ¢;(uv) = 0.
Donc cj4+; est une fonction non-négative.

(b) Soit H une s-arborescence couvrante de G;. Par 'Exercice [[53|(c), H contient exactement
un arc entrant de chacun des sommets distincts de s et donc

Ci+1(H):Ci(H)— Z Ei(v).

veV\{s}
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ALGORITHME ARBORESCENCE DE COUT MINIMUM DE CHU-LI1U, EDMONDS :

Un graphe orienté G = (V, A), un sommet s de G tel qu’il existe une s-arborescence
couvrante de GG, et une fonction de cotit ¢ sur les arcs de G qui est non-négative.

Sortie : Une s-arborescence couvrante F' de G de colit minimum.

ENTREE :

Etape O :

Etape 1 :

Etape 2 :

Etape 3 :

Etape 4 :

Etape 5 :

Initialisation.
Gi1:=G,c1 :==c¢,i:= 1.
Modification des cotts.
Pour chaque sommet v de G;, distinct de s faire
gi(v) := min{c;(uv) : uwv € A(G;)}.
Pour chaque arc uv de G; faire
Cit1(uv) := ¢;(uv) — g;(v).
Marquage.
Soit G? le graphe partiel de GG; induit par les arcs de ¢;1-cotit nul.
Exécuter I'algorithme de Marquage Orienté sur G? et s pour obtenir
- I'ensemble S; des sommets qu’on peut atteindre depuis s par un chemin dans G?,
- un ensemble F; d’arcs de G? tel que (S;, F;) soit une s-arborescence.
Contraction d’un circuit de codt 0.
SiS; # V(G;) alors
exécuter I'algorithme Circuit sur GY — S; pour trouver un circuit élémentaire Cj,
Giy1:= G;/C;,
1:=141,
aller a I’Etape 1.
Construction de l’arborescence par décontraction des circuits en ordre inverse.
Tant que ¢ > 1 faire
Noter v; le sommet vy (¢,_,) de G; obtenu par la contraction de C;—1 dans Gj_1,
Chercher 'arc e¢; de A; qui est 'unique arc entrant dans v;,
Noter w;_1 'extrémité terminale de e; dans G;_1,
Noter f;_1 'arc entrant de w;_1 dans C;_1,
Aio1 = A U (A(Ciz1) \ {fi-1}),
1:=1— 1.
Fin de Ualgorithme.
F:=(V,Ay), STOP.

FIGURE 2.44 — Algorithme Arborescence de Cotit Minimum.
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FI1GURE 2.45 — Un graphe orienté G et un sommet s de G pour lesquels il existe une s-arborescence
couvrante de G'; les cofits des arcs de G.

Puisque le dernier terme de cette équation ne dépend pas de H, (b) est vérifié.

(c) Nous montrons d’abord que G; posséde une s-arborescence couvrante : pour i = 1,
puisque G = G, cela est vrai par hypothése, et pour ¢ > 1, puisque G; est obtenu a partir de G
en contractant consécutivement les circuits C1,...,C;_1, cela est vrai par I'Exercice [[66](a). Par

I’Exercice [[52(b), le degré entrant dans G; de chaque sommet distinct de s est alors supérieur
ou égal a 1. Lors de la modification des cofits, un de ces arcs entrants devient de ¢;41-cotit nul ce
qui veut dire que le degré entrant dans G? de chaque sommet distinct de s est supérieur ou égal
a 1. Puisque, par définition, S; est ’ensemble des sommets qu’on peut atteindre depuis s par un
chemin dans G?, on a que s appartient & S; et qu’il n’y a pas d’arc uv de G? tel que u € S; et
v € V(G?)\ Si. On en conclut que dans GY — S; tous les sommets sont de degré entrant supérieur
ou égal a 1. Par IExercice [33(b), il existe alors un circuit élémentaire dans GY — S;.

(d) Nous allons montrer les propriétés (i) et (ii) par récurrence descendante sur i.

Par définition, pour tout ¢ entre 1 et k, (S;, F;) est une s-arborescence de ¢;41-cott nul. Dans
Gy, le dernier graphe orienté construit par l'algorithme, on a Sy, = V(Gy), et donc (V(Gy), Fy)
est une s-arborescence couvrante de Gy. La fonction ¢jy1 étant non-négative par (a), (V(Gk), Fk)
est de cgy1-cotit minimum. Or, Ay = F} et la propriété est ainsi vérifiée pour i = k.

Supposons maintenant que (V(G;), 4;) soit une s-arborescence couvrante de G; de ¢;41-colt
minimum.

(i) Par I'Exercice [I66I(b), H;—1 := (V(Gi-1), A; U A(Ci_1)) posséde une s-arborescence cou-
vrante. Puisque A; et A(C;_1) sont disjoints, par I'hypothése de récurrence et I’Exercice [85]
puisque Cj_1 est un circuit élémentaire, et par construction de G;, on a

|4; U A(Ci1)| = |Ai] + [A(Ci-1)| = (IV(Gi)| = 1) + [V(Ci1)| = [V(Gi-1)]-

En conséquence, par 'Exercice 8] il existe un arc a dans A; U A(C;—1) tel que (V(G;-1), 4; U
A(Ci-1) \ {a}) soit une s-arborescence couvrante de G;_;. Puisque C;_; ne contient pas s,
wij—1 # s. Alors, par I'Exercice [[53c), dans G;_1(A;) le degré entrant de w;_1 est égal a 1.
Puisque C;_1 est un circuit élémentaire qui contient w;_1, le degré entrant de w;_; dans C;_1 est
égal a 1, et 'arc noté f;_1 dans l'algorithme est uniquement déterminé, voir FiG. 247 Puisque
A; et A(Ci—1) sont disjoints, on a d_ (wi—1) > 2. Par I'Exercice [[53(c), I'arc a a supprimer
doit étre alors un arc entrant de w;_1 dans H; 1 et appartenir au circuit C;_1. On en déduit
que a = f;—1. Ainsi, puisque A;_ 1 = A; U A(C;—1) \ {fi—1}, on a que (V(G;—1), A;—1) est une
s-arborescence couvrante de G;_1, voir Fi1G. 2471
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(g8) G2,c2 (h) Gi,q

FIGURE 2.46 — Les différentes étapes de D'application de ’algorithme Arborescence de Cofit
Minimum sur ’exemple de la FiG. 2.45]
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FIGURE 2.47 — Illustration de la construction d’une s-arborescence couvrante (V(Gj—1), A;—1)
de G;_1 a partir d’une s-arborescence couvrante (V(G;), 4;) de G;.

(ii) Par I’hypothése de récurrence et par (b), (V(G;), A;) est une s-arborescence couvrante
de G; de ¢;-cotit minimum. Donc, par I'Exercice [I67] ¢;(A;) est le ¢;-cotit minimum d’une s-
arborescence couvrante de G;_1. De plus, puisque A;_1 est obtenu & partir de A; en rajoutant
des arcs de ¢;-cotiit nuls, on a ¢;(4;-1) = ¢;(A;). Par conséquent, (V(G;—1),A;—1) est une s-
arborescence couvrante de G;_1 de ¢;-cotit minimum. 0

Soient G = (V, A) un graphe orienté et S un sous-ensemble non-vide de V. Un S-connecteur
orienté de G est un graphe partiel de G dans lequel, pour tout sommet v, il existe un sommet
de S a partir duquel v peut étre atteint par un chemin. Une S-forét d’arborescences de G est
un graphe partiel de G qui est une forét d’arborescences dont chaque composante connexe a sa
racine dans S et ne contient aucun autre sommet de S.

Remarque 73 Une S-forét d’arborescences de G est un S-connecteur orienté de G.

Exercice 170 Soient G = (V, A) un graphe orienté, S un sous-ensemble non-vide de sommets
de G tel qu’il existe un S-connecteur orienté de G, et ¢ une fonction de coit strictement positive
sur les arcs de G. Le but de l’exercice est de trouver un S-connecteur orienté de G de cott
MINTMUM.

(a) Montrer qu’un S-connecteur orienté de G contient une S-forét d’arborescences de G.

(b) Soit F' un sous-ensemble d’arcs de G. Montrer que G(F') est un S-connecteur orienté de
G de coit minimum si et seulement si G(F') est une S-forét d’arborescences de G de coit
MINImMum.

Soit G' = (V' A”) le graphe orienté obtenu a partir de G en contractant S. On note s le sommet
vg de G’ obtenu par la contraction de S dans G.

(c) Soit F' un sous-ensemble d’arcs de G tel qu’aucun de ses arcs n'ait ses deux extrémités
dans S. Montrer que G(F) est une S-forét d’arborescences de G de codt minimum si et
seulement si G'(F') est une s-arborescence couvrante de G' de codt minimum.

(d) En conclure que si G'(F) est une s-arborescence couvrante de G' de coit minimum alors
G(F) est un S-connecteur orienté de G de colt minimum.

(e) Trouver un S-connecteur orienté de G de coit minimum pour ’exemple de la F1G. [2Z48]
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FIGURE 2.48 — Le graphe orienté G, les cofits de ses arcs et 'ensemble de sommets S.

Solution (a) Soit G(F') un S-connecteur orienté de G. On raisonne par récurrence sur |S|. Si
|S| = 1, soit s l'unique élément de S. Par I'Exercice [[52] G(F') contient une s-arborescence
couvrante et celle-ci est une S-forét d’arborescences de G.

Supposons que la propriété soit vérifiee pour k > 1 et que |S| = k+ 1. Soient s un sommet de
S, et W l'ensemble des sommets atteignables depuis s, par un chemin dans G(F') ne contenant
aucun autre sommet de S. On remarque que tous les sommets d'un tel chemin appartiennent a W.
On note Gy, respectivement Gy, le sous-graphe partiel de G induit par F' et W, respectivement
F et W:=V\ W. Par ce qui précéde, le graphe orienté Gy admet s pour racine et donc, par
I’Exercice [[52] il contient une s-arborescence couvrante (W, Aj).

On va montrer que Gy est un (S'\ {s})-connecteur orienté de Gy. Soit v un sommet de W.
Puisque G(F') est un S-connecteur orienté de G, il existe un chemin dans G(F’) depuis un sommet
de S jusqu’a v. On choisit un tel chemin avec un nombre minimum d’arcs, noté P,. On remarque
que P, ne contient qu'un seul sommet de S. Supposons qu'il existe un sommet w € W NV (FP,).
Alors, par définition de W, il existe un (s, w)-chemin P, dans G(F) ne contenant aucun autre
sommet de S. La concaténation du chemin P, et du sous-chemin P,[w,v] est un (s,v)-chemin
P) dans G(F) ne contenant aucun autre sommet de S que s. Par conséquent, v € W ce qui
contredit I'hypotheése v € W. Ainsi P, est un chemin dans Gy depuis un sommet de (S'\ {s})
vers v. On a bien démontré que Gy est un (S \ {s})-connecteur orienté de Gy

Par I'hypothése de récurrence, il existe une (S'\ {s})-forét d’arborescences (W, Az) de Gy
Comme W et W forment une partition de V, le graphe orienté (V, A; U Ay) a une composante
connexe qui a s pour racine (I’arborescence (W, A1)) et ses autres composantes connexes sont les
mémes que celles de la (S\ {s})-forét d’arborescences (W, As). On en conclut que (V, A; U As)
est une S-forét d’arborescences de G(F).

(b) Soient G(F;) un S-connecteur orienté de G de coit minimum et G(F,) une S-forét
d’arborescence de G de cotit minimum. Par la Remarque [[3] G(F3) est un S-connecteur orienté
de G, et ainsi, puisque G(F}) est de colit minimum, on a

C(Fl) < C(FQ).

Par (a), G(F1) contient une S-forét d’arborescence G(F3) de G, et ainsi, puisque G(F») est
de cotlit minimum, on a
C(FQ) < C(Fg).

Puisque les coiits sont strictement positifs et que F3 C Fj, on a

C(Fg) S C(Fl).
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On en conclut que ¢(Fy) = ¢(F2) = ¢(F3) et ainsi F3 = Fy. Par conséquent, le cotit minimum
d’un S-connecteur orienté de G est égal au cotit minimum d’une S-forét d’arborescence de G.
En conclusion, G(F}) = G(F3) est une S-forét d’arborescence de G de coiit minimum et G(Fj)
est un S-connecteur orienté de G de cotit minimum, ce qui donne les conditions respectivement
nécessaire et suffisante de (b).

(c) On note que, par hypothése, tous les arcs de F sont dans G’ et donc G (F') est bien défini.

Montrons tout d’abord que si G(F) est une S-forét d’arborescences de G alors G'(F') est une
s-arborescence couvrante de G’. Pour un sommet v de V'\ S = V' \ {s}, la composante connexe
de G(F') qui contient v est une arborescence dont la racine appartient a S. Par I’'Exercice [[53](c),
il existe exactement un arc de G(F') entrant en v et ainsi il existe exactement un arc de G'(F)
entrant en v. Par I’'Exercice [[53|(c), chaque composante connexe de G(F') est sans circuit, donc
G(F) n’a pas de circuit non plus. Si G'(F)) contenait un circuit, alors par la Remarque B3, G'(F)
contiendrait un circuit élémentaire. Celui-ci devrait contenir s et ses arcs devraient étre ceux
d’un chemin de G entre deux sommets de S. Or par définition, chaque composante connexe
de G(F') contient exactement un sommet de S, on aboutit & une contradiction. Par I’Exercice
I53((c), G'(F) est donc bien une s-arborescence couvrante de G'.

Montrons maintenant que si G'(F)) est une s-arborescence couvrante de G’ alors G(F') est
une S-forét d’arborescences de G. Par définition, s est une racine de G'(F'), et alors pour tout
sommet v de V'\ {s} =V \ S, il existe dans G(F') un chemin depuis un sommet de S vers v, en
conséquence, G(F) est un S-connecteur orienté de G. Par (a), il existe F' C F' tel que G(F’) est
une S-forét d’arborescences de G. Par la démonstration ci-dessus, G'(F’) est une s-arborescence
couvrante de G'. Or F' C F et G'(F) est aussi une s-arborescence couvrante de G’, donc par
I'Exercice [53[(d), F' = F et ainsi G(F) = G(F’) est une S-forét d’arborescences de G.

Puisque, par définition, aucun arc d’une S-forét d’arborescences de G n’a ses deux extrémités
dans S, on obtient, par ce qui préceéde, que les ensembles d’arcs des S-foréts d’arborescences de
G sont exactement les mémes que ceux des s-arborescences couvrantes de G’ et donc leurs cofits
minimum sont égaux.

(d) Soit G'(F) une s-arborescence couvrante de G’ de coiit minimum. Par (¢), G(F') est une
S-forét d’arborescences de G de coiit minimum, et par (b), G(F') est un S-connecteur orienté de
G de colt minimum.

(e) Par (d), il suffit de trouver une s-arborescence couvrante de G’ de cotit minimum pour le
graphe orienté auxiliaire G’ défini dans 1’énoncé. Une telle s-arborescence peut se déterminer a
laide de 1’Algorithme Arborescence de Cotit Minimum (F1G. 2:44]). La solution pour ’exemple
de la F1G. 248 est indiquée sur la Fiac. 249 m

2.8 Graphes orientés eulériens
Un circuit C de G est un circuit eulérien de G s’il contient tous les arcs de G similairement,

un chemin simple P de G est dit chemin eulérien si P contient tous les arcs de G. Un graphe
orienté est dit eulérien s’il posséde un circuit eulérien.

Exercice 171 Pour chaque graphe orienté de la F1G. [2.50], est-il possible, sans lever le crayon,
de tracer chaque arc exactement une fois et en respectant l’orientation ? Justifier les réponses.
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FIGURE 2.49 — Les arcs en gras forment une solution optimale.

G1 GQ Gg G4

FIGURE 2.50 — Les graphes orientés de I’Exercice I711

Solution Remarquons que, pour un graphe orienté G, il est possible, sans lever le crayon, de
tracer chaque arc exactement une fois et en respectant ’orientation si et seulement si G posséde
un chemin eulérien ou un circuit eulérien. La numérotation des arcs de G indiquée sur la FIG.
[2Z.5T] correspond a un chemin eulérien de G, et la réponse pour G est donc affirmative. De méme
pour Gz puisqu’il contient un circuit eulérien indiqué sur la Fia. 22511

S’il existe une solution pour un graphe orienté G alors chaque sommet v qui n’est ni le premier
ni le dernier sommet visité lors du tracage des arcs est de degré entrant égal au degré sortant,
puisque les arcs qui lui sont incidents sont partitionnés en k couples (chacun constitué d’un arc
entrant et d'un arc sortant de v) correspondant aux k passages du crayon par ce sommet. Pour
le premier sommet la situation est presque la méme, sauf qu’au premier passage on n’a qu’un
arc sortant. De méme, pour le dernier sommet au dernier passage on n’a qu’un arc entrant. Par
conséquent, quand le premier et le dernier sommet coincident, tous les sommets de G ont degré
entrant égal au degré sortant. Sinon, GG contient exactement deux sommets dont la différence des
degrés entrant et sortant est non nulle, et celle-ci est alors égale & 1 ou —1. Les trois sommets
de G4 indiqués sur la Fi1G. 2251l sont de degré entrant et sortant différents; et le sommet de G4
indiqué sur la Fi1G. Z5]] est tel que la différence entre degrés sortant et entrant est égale a 2.
Pour G5 et G4 la réponse est donc non.

Exercice 172 Dans un domaine de ski de fond les pistes sont tracées en sens unique pour éviter
les collisions éventuelles. Le plan des pistes de plusieurs domaines est représenté Fi1G. [2.52. Un
skieur curieux, mais paresseux, voudrait passer par chaque troncon exactement une fois tout en
revenant au point de départ o la fin de son parcours. Pouvez-vous, pour chaque station de ski
de la F1G. 2252, aider le skieur & décider son trajet ou bien le convaincre que son objectif est
impossible a réaliser ¢

Solution Le probléme est équivalent & décider si le graphe orienté constitué par les pistes (arcs)
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4 3
7 -
A
5 6 3 2
7 1 N\
G Go Gy
FIGURE 2.51 — Justification des réponses a I’Exercice [I711 O

(a) (b) ()

FIGURE 2.52 — Trois domaines de ski de fond.

et et leurs points de départ et d’arrivée (sommets) posséde un circuit eulérien. En effet, tout
trajet du skieur qui le raméne son point de départ, et passe une fois et une seule par chacune
des pistes, est un circuit eulérien du graphe orienté. Réciproquement, par la Remarque 48] si
le graphe orienté posséde un circuit eulérien, alors n’importe quel sommet peut étre le point de
départ et il suffit de suivre les pistes dans l'ordre de ce circuit (par définition il n’y a pas de
sommet isolé dans le graphe des pistes).

(a) La numérotation indiquée sur la F1G. 253|(a) correspond & un circuit eulérien, et donc
en suivant les pistes dans cet ordre le skieur sera satisfait.

(b) L’ensemble X de sommets indiqué en grisé sur la F1G. 253[(b) n’a que des arcs sortants.
Un trajet dont le point de départ est hors de X ne pourra jamais "entrer" en X. Par conséquent,
ceci va convaincre le skieur que son objectif est impossible a réaliser.

(c) Puisque le sommet v indiqué sur la F1G. Z53(c) est de degré 4, s’il existait un circuit
eulérien, il devrait passer deux fois par v mais ce n’est pas possible puisqu’il existe un seul arc
qui entre dans v. Ceci va convaincre le skieur que son objectif est impossible & réaliser.

v

(b) (c)
FIGURE 2.53 — La résolution de ’Exercice [172]
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Exercice 173 (Caractérisation de ’existence d’un circuit eulérien) Montrer qu’un graphe
orienté G sans sommet isolé posséde un circuit eulérien si et seulement si il est conneze et (2.8)
est satisfaite.

Solution Montrons tout d’abord que la condition est nécessaire. Supposons donc que G posséde
un circuit eulérien C'. Puisque G n’a pas de sommet isolé, tous ses sommets appartiennent a C.
Pour n’importe quel couple (u,v), en parcourant C, on a un (u,v)-chemin, donc C' est connexe.
D’autre part, comme C est un circuit qui contient tous les arcs de GG, par ’Exercice on a que
([2.8]) est satisfaite.

Pour vérifier que la condition est suffisante, supposons que G = (V, A) est connexe et (2.8)
est satisfaite. D’aprés I’Exercice [I35], il existe une partition des arcs de G en circuits. Soit C une
telle partition en un nombre minimum de circuits. Puisque G est sans sommet isolé, G contient
au moins un arc et ainsi C contient au moins un circuit. I faut montrer que C contient un seul
circuit.

Supposons qu’il existe un sommet v appartenant & deux circuits distincts Cq et Cy de C. En
remplacant une occurrence quelconque de v dans C7 par Cy on obtient un nouveau circuit C' tel
que A(C) = A(C1) U A(Cy). L’ensemble de circuits C' = (C \ {C1, Ca}) U C est une partition des
arcs de G telle que |C'| < |C|, ce qui contredit notre hypothése sur C.

Par conséquent, les circuits dans C sont sommet-disjoints. Puisque, de plus, ces circuits
contiennent tous les arcs de G, les arcs incidents & un sommet appartiennent tous & un méme
circuit de C et donc tous ceux d’une composante connexe également. Ceci implique que les com-
posantes connexes de G et les circuits de C coincident. Mais G est connexe, donc C contient un
seul circuit. H

Remarque 74 Pour trouver un circuit eulérien dans un graphe orienté eulérien on peut utiliser
une version orientée de I’Algorithme Cycle Eulérien de la F1G. [1.40] en remplacant les mots
"aréte" et "cycle" par "arc" et "circuit" respectivement.

Exercice 174 (Justification de I’algorithme Circuit eulérien (Fic. 2.54))
(a) Montrer qu’a la fin de I’Etape 1 on a bien obtenu une s-anti-arborescence (V, F).

Soit k le nombre d’itérations de I’Etape 2.

(b) Montrer que, pour 0 < i < k, les ensembles d’arcs de C; et de G; forment une bipartition
de l’ensemble des arcs de G.

(c) Montrer que, pour 0 <i <k, C; est un chemin simple de uy @ u;.

(d) Montrer que Cy, est un circuit.

(e) Montrer que Gy n’a plus d’arcs.

(f) Montrer que C est un circuit eulérien de G.

Solution (a) L’Algorithme Modifi¢ de Marquage Orienté exécuté sur G et ug s’arréte avec un
sous-graphe (S, F') tel que, par définition de ’algorithme et par I’Exercice [[49]

d(S)=0 (2.18)
(S, F) est une ug-anti-arborescence.

Il nous reste & montrer que S = V. Par hypothése, d* (v) = d~ (v) pour tout v € S, donc par
(23) de 'Exercice 125,

dt(S) =d (S). (2.19)
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ALGORITHME CIRCUIT EULERIEN :

Extrie : Un graphe orienté G = (V, A) connexe tel que chaque sommet de G a son degré
entrant égal & son degré sortant.

Sorrie : Un circuit eulérien C' de G.

Etape 1 : Construction d’une anti-arborescence.
Choisir un sommet ug de G.
Exécuter 1’Algorithme Modifié de Marquage Orienté (F1G. [227) sur G et ug pour
obtenir une ugp-anti-arborescence (V, F').
Etape 2 : Construction du circuit.
Co :=ug,Gy:=G,1:=0.
Tant qu’il existe un arc sortant de u; dans G; faire :
Choisir un arc e;41 = u;u;11 de Gy, si possible n’appartenant pas a F.
Cit1 = Cieir1uiy,
Git1:=G; — eiq1,
=1+ 1.
Etape 3 : Fin de l’algorithme.
C:.=0C;,
STOP.

FI1GURE 2.54 — Algorithme Circuit eulérien.

Ainsi, par (2I8) et (2I9), d(S) = d(S) + d~(S) = 2d~(S) = 0. Puisque G est connexe,
S # 0 (car ug € S) et d(S) =0, par I'Exercice 28 on a S = V.

(b) On va procéder par récurrence sur i. Pour i = 0, A(Cy) = 0 et A(Gp) = A(G). Ensuite,
pour chaque i (0 < i < k—1), C;j;1 est obtenu en rajoutant a C; I'arc u;u;+1 qu’on enléve de G;
pour obtenir G;11. La propriété de bipartition est donc conservée.

(c) On va procéder par récurrence sur i. Pour i = 0, Cy = ug est un chemin simple de wugy a
ug. Supposons que pour un ¢ (0 <i < k—1), C; soit un chemin simple de ugy & u;. Par définition,
Ci+1 est obtenue a partir de C; en rajoutant un arc w;u;+1 de G; qui par (b), n’appartient pas
a C;. Par conséquent, C;11 est un chemin simple de ug & w;41. La propriété (c) est bien vérifiée
pour ¢ + 1.

(d) Par (c), C est un chemin simple de ug & u. Supposons par I'absurde que uy # ug.
Remarquons que quand on parcourt C} tout arc entrant dans un sommet est suivi par un arc
sortant de ce sommet sauf pour uy. Puisque, par définition d’un chemin simple, les arcs de Cy,
sont tous distincts, on en déduit que dans Cj le nombre d’arcs entrant dans uy est plus grand
que le nombre d’arcs sortant de uy. Or, par hypothese, dans G il y a en ug autant d’arcs entrant
que d’arcs sortant. Par (b), il reste donc dans G au moins un arc sortant de ug, ce qui contredit
la condition d’arrét de l’algorithme.

(e) Soit Vo = {v € V : dJ(Ek (v) = 0}. Par (c),(d) et le critére d’arrét de 'algorithme, on
a uyg = ux € Vp. Par (d) et Exercice [[35] dans Cj chaque sommet a son degré entrant égal
a son degré sortant. Puisque, par hypothése, cette propriété est également vraie dans G, par
(b), elle l'est aussi dans Gy. Alors, par la définition de Vj, pour chaque sommet v € Vj, on a
dg, (v) = dék(v) = 0 et ansi v est isolé dans Gj. Soit Vi =V \Vj ={v e V: dJ(Ek(v) > 0}.
Supposons que V # (. Par la Remarque 62, il existe un arc uv de V' a Vj qui appartient & F.
Par la Remarque [63, uv est I'unique arc sortant de u dans F. Par v € V,, on a dgk (u) >0 et
alors, par la condition de choix de I'arc sortant du sommet courant a I’Etape 2, 'arc uv de F'
appartient a G. Alors dék (v) > 0, donc v n’est pas isolé dans Gy, ce qui est une contradiction.
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(e) Par (d), C = Cf est un circuit. Par (e), G; n’a aucun arc, donc, par (b), Cj contient
tous les arcs de G. Par définition, C' est un circuit eulérien. O

Exercice 175 (Caractérisation de I’existence d’un chemin eulérien) Montrer qu’un graphe
orienté G sans sommet isolé posséde un chemin eulérien d’un sommet x o un sommet y différent
de x si et seulement si G est connexe et

di(v) = dg(v) pour tout v € V(G) \ {z,y}, (2.20)
di(z) = dg(z)+1, (2.21)
d&(y) = dgly) —1. (2.22)
Solution Soit G’ le graphe orienté obtenu a partir de G' en rajoutant un arc ¢ = yz. On

remarque que les demi-degrés dans G et dans G’ sont les mémes a I'exception de d(x) qui est
égal & d,(z) — 1 et de df(y) qui est égal a df, (y) — 1.

Montrons tout d’abord que la condition est nécessaire. Supposons donc que G posséde un
chemin eulérien P de x & y. Alors, puisque G est sans sommet isolé, G est connexe. De plus,
la concaténation de P et de I'arc €’ est un circuit eulérien de G'. Par 'Exercice 073} (28] est
donc satisfaite pour tous les sommets de G’; ainsi par la remarque ci-dessus, les conditions
220)-[222) sont effectivement satisfaites.

Pour vérifier que la condition est suffisante, supposons que G est connexe et que les conditions
([220)-([2:22)) sont satisfaites. Alors, par la Remarque [0, G’ est connexe; et de plus d’aprés la
remarque ci-dessus, ([2.8]) est satisfaite pour tous les sommets de G’. Donc, par I'Exercice [[73]
G’ posséde un circuit eulérien C. Par définition, C' — €’ contient tous les arcs de G, et d’aprés la
Remarque 49, C' — ¢’ est un chemin simple, il s’agit donc d’un chemin eulérien de G. 0

2.9 Forte connexité

Un graphe orienté G est fortement connexe si, pour chaque couple (u,v) de sommets de
G, il existe un chemin de v & v dans G. Pour des exemples voir FI1G. 2.55

> [
A A

FIGURE 2.55 — Deux graphes orientés fortement connexes.
Remarque 75 Tout graphe orienté fortement conneze est un graphe connexe (Remarque [£0),
mais un graphe orienté connexe peut ne pas étre fortement conneze (Fi1G. 261).
Remarque 76 Un circuit est fortement connexe par la Remarque [50
Remarque 77 Le graphe orienté obtenu en rajoutant un arc a un graphe orienté fortement

conneze est fortement connexe (exemple F1G. 2255 puisqu’on ne détruit pas de chemin en ra-
jJoutant un arc.
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>0«
>0

Y/

FIGURE 2.56 — Une composante fortement connexe d’un graphe orienté.

Dans un graphe orienté GG, un sous-graphe fortement connexe et maximal pour cette propriété
est appelé composante fortement connexe de G (Fi1G. [250). Un graphe orienté est donc
fortement connexe si et seulement si il posséde exactement une composante fortement connexe.

Exercice 176 Le Maire du village "Les Arétes”, ayant voulu mettre en sens unique la rue prin-
cipale, s’est malheureusement trompé en commandant le panneau "sens interdit” et a regu douze
panneauz, autant que le nombre de rues du village. Pour justifier la dépense, il décide d’utiliser
tous les panneauz, c’est-a-dire de mettre en sens unique toutes les rues du village. Ayant congu
un plan, il le présente a son adjoint qui s’apercoit que ce plan ne permet pas au Maire de regagner
son domicile en voiture depuis la mairie. Aprés un instant de réflexion, ils se rendent compte
que le plan devrait permettre depuis n’importe quel point du village de joindre tous les autres.
L’adjoint se remet au travail et trouve un plan qui respecte cette contrainte. Depuis, le village a
été rebaptisé "Les Arcs”.

Les deux plans sont représentés sur la F1G 207, décider lequel est celui du Maire et lequel est
celui de l’adjoint, justifier les deux réponses.

N N\
I Ik, Ik,
\ =~ 4 \ =~ 4

— —

Plan 1 Plan 2

FIGURE 2.57 — Les deux plans du village "Les Arcs".

Solution On peut représenter chacun des plans par un graphe orienté dont les sommets sont
les carrefours et les arcs sont les rues a sens unique, voir FIG. Le graphe orienté associé a
un plan qui respecte les contraintes doit étre fortement connexe. Or, sur la F1G. 258] le graphe
orienté 7 n’est pas fortement connexe (il n’y pas d’arc sortant de l’ensemble X des sommets
grisés, donc aucun chemin d’un sommet de X vers un sommet en dehors de X) et le graphe
orienté Go est fortement connexe par 'existence du circuit C' marqué en gras et les Remarques
et [[7l Par conséquent, le plan du Maire et celui de I’adjoint sont situés respectivement a
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gauche et & droite sur la figure F1G. 257 la mairie se trouve dans la zone grisée de G7 et le
domicile du maire se trouve en dehors.

Gl G2

FIGURE 2.58 — Le graphe orienté G; avec un ensemble X de sommets sans arc sortant et le
graphe orienté G9 avec un circuit C' contenant tous les sommets.
O

Exercice 177 Est-il vrai que dans un graphe orienté fortement connexe il existe, pour tout couple
(u,v) de sommets, deux chemins arc-disjoints, l'un de u a v et lautre de v a u ?

Solution Le graphe orienté de la F1a. [2.59] montre que la réponse est non.

FIGURE 2.59 — Un graphe orienté fortement connexe et deux sommets u et v tels qu’il n’existe
pas deux chemins arc-disjoints, I'un de u & v et 'autre de v & u. O

Etant donnés deux graphes orientés G et Ga, on appelle réunion de G et Ga, notée
G1UG?2, le graphe orienté dont I’ensemble des sommets est la réunion des ensembles des sommets
de G et Gg, et dont 'ensemble des arcs est la réunion des ensembles des arcs de G et Go (F1G.

260).

Y

A

c b b f c b f
G1 Gy G1 UGy

FIGURE 2.60 — Deux graphes orientés et leur réunion.
Exercice 178 Montrer que la réunion de deux graphes orientés fortement connexes qui ont au
moins un sommet en commun est fortement connezxe.

Solution Soient G et GGo deux graphes orientés fortement connexes qui contiennent tous les
deux un sommet v, et soit G leur réunion. Considérons un couple quelconque (u,w) de sommets
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de G. Par définition, il existe 7,5 € {1,2} tels que u et v soient dans G;, v et w soient dans Gj.
Puisque G; et G sont fortement connexes, il existe dans G; un chemin de u a v, et il existe dans
G un chemin de v & w. La concaténation de ces deux chemins est un chemin dans G de u & w.
On en conclut que G est fortement connexe. O

Remarque 78 D’aprés I’Exercice 78, pour tout sommet v d’un graphe orienté G, il existe
une unique composante fortement connere de G contenant v. Par conséquent, l’ensemble des
composantes fortement connexes de G forme une partition de [’ensemble des sommets de G

(exemple F1G. [261]).

FIGURE 2.61 — Un graphe orienté et ses composantes fortement connexes.

Exercice 179 (Caractérisation des graphes orientés fortement connexes) Montrer qu’un
graphe orienté G est fortement connexe si et seulement si, pour tout sous-ensemble X de som-
mets de G, non-vide et ne contenant pas tous les sommets de G, il existe au moins un arc de G
qui sort de X.

Solution Montrons tout d’abord que la condition est nécessaire. Supposons donc que G est
fortement connexe. Soit X C V(G), X # (. Il existe alors x € X et y € V(G) \ X. Puisque G est
fortement connexe, il contient un (x,y)-chemin, et donc, par 'Exercice [[30 il existe au moins
un arc de G qui sort de X.

Pour montrer que la condition est suffisante supposons qu’elle soit satisfaite. Soit (u,v) un
couple de sommets quelconque de G. Par la condition et par ’Exercice 130, G contient un chemin
de u & v, donc G est fortement connexe. O

Exercice 180 Montrer qu’un graphe orienté G est fortement connexe si et seulement si G est
conneze et tout arc de G appartient & un circuit de G.

Solution Montrons tout d’abord que les conditions sont nécessaires. Supposons donc que G est
fortement connexe. Par la Remarque [75l G est connexe. Soit uv un arc quelconque de G. Par
définition et par I’'Exercice [[29] il existe dans G, un chemin simple de v & u. La concaténation
de ce chemin avec uv est un circuit de G qui contient I'arc uw.

Pour montrer que les conditions sont suffisantes supposons qu’elles soient satisfaites. Soit
donc G un graphe orienté connexe tel que tout arc appartienne & un circuit de G. Par I’Exercice
[I79 il suffit de montrer que pour tout X C V(G), X # 0, il existe un arc de G qui sort de X.
Supposons que ce ne soit pas le cas. Puisque G est connexe, par I’Exercice 28], il existe au moins
un arc vu € §(X) qui donc entre dans X. Comme vu appartient a un circuit, il existe dans G un
chemin de u & v. Par 'Exercice [I30] il existe alors au moins un arc de G qui sort de X ce qui
est une contradiction. n
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Exercice 181 Montrer qu’un graphe orienté G est fortement connexe si et seulement si il existe
un sommet s tel que G posséde une s-arborescence couvrante et une s-anti-arborescence couvrante.

Solution Montrons tout d’abord que la condition est nécessaire. Supposons donc que G est
fortement connexe. Soit s un sommet quelconque de G. Par définition, il existe dans G, pour tout
sommet p, un chemin de s & p, donc par 'Exercice [[52] G posséde une s-arborescence couvrante.
Soit G’ le graphe orienté obtenu & partir de G en inversant la direction de chaque arc. Puisqu’'un
(u,v)-chemin dans G correspond a (v, u)-chemin dans G’ et que G est fortement connexe, G’ est
aussi fortement connexe. Par ’argument précédent, G’ contient une s-arborescence couvrante et
celle-ci correspond, par la Remarque [57] & une s-anti-arborescence couvrante de G.

Pour montrer que la condition est suffisante supposons qu’elle soit satisfaite. Soit donc s un
sommet tel que G posséde une s-arborescence couvrante Fj et une s-anti-arborescence couvrante
F,. Soit (u,v) un couple quelconque de sommets de G. Par définition, F» contient un (u, s)-
chemin et Fj contient un (s,v)-chemin. La concaténation de ces chemins est un (u,v)-chemin
dans G. Par conséquent, G est fortement connexe. 0

Exercice 182 Soit G un graphe orienté connexe tel que pour chaque sommet, le degré entrant
est égal au degré sortant. Montrer que G est fortement connexe.

Solution Nous proposons deux démonstrations différentes.

Premiére démonstration. Soit X un sous-ensemble de sommets de G, non-vide et ne contenant
pas tous les sommets de G. Par ’hypothése sur les degrés des sommets et 1'Exercice [[26] on a
dt(X) = d~(X). Puisque G est connexe, par 'Exercice B8 on a dt(X) + d~(X) > 0. Par
conséquent, d™(X) > 0, et ainsi d’apres 'Exercice [[T9(c), G est fortement connexe.

Deuzxiéme démonstration. Par les hypothéses et par I'Exercice [[73] G posséde un circuit
eulérien C. Pour n’importe quel couple (u,v) de sommets de G, en parcourant le circuit C, on a
un (u, v)-chemin, donc G est fortement connexe. O

Exercice 183 Soit G un graphe orienté simple a 2k + 1 sommets tel que pour chaque sommet,
les degrés entrant et sortant sont supérieurs ou égaux & k. Montrer que G est fortement conneze.

Solution Nous proposons deux démonstrations différentes.

Premiére démonstration. Soit (u,v) un couple quelconque de sommets distincts de G. Si l'arc
uw existe, alors cet arc est un chemin de u & v. S’il existe un sommet w qui est & la fois successeur
de u et prédécesseur de v, alors uw + wv est un chemin de v & v. Si on n’est dans aucun des
deux cas précédents, alors N T (u) U {u} et N~ (v) U {v} sont disjoints. Puisque G est simple, par
les hypothéses sur les degrés des sommets, chacun de ces sous-ensembles contient au moins k£ + 1
sommets, et donc G contiendrait au moins 2k 4+ 2 sommets, ce qui contredit ’hypothése que G
contient exactement 2k + 1 sommets. Par conséquent, pour tout couple (u,v) de sommets de G,
il existe un chemin de u & v, et ainsi G est fortement connexe.

Deuzieme démonstration. Soit v un sommet quelconque de G. Puisque le nombre n de som-
mets de G est 2k+1 et que G est simple, par la Remarque[ll 2k = n—1 > d(v). Or par la définition
du degré, et par ’hypothése sur les degrés entrant et sortant, on a d(v) = d~ (v)+d ™ (v) > k+k =
2k. On a donc égalité partout, ce qui implique n — 1 = d(v) et d~(v) = k = d*(v). Alors chaque
sommet est relié a tous les autres, G est donc connexe, et tous les degrés entrant et sortant sont
égaux. D’aprés 'Exercice [[82] G est fortement connexe. 0

Etant donné un graphe orienté G, on définit la relation ~g sur les sommets : u ~g v s’il
existe un chemin de v & v et un chemin de v & u dans G.
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Remarque 79 Dans un graphe orienté fortement connexe, pour chaque paire de sommets u et
v, ONn 4 U ~gv.

Exercice 184 Soit G un graphe orienté.
(a) Montrer que ~¢ est une relation d’équivalence.

Soit X une classe d’équivalence de ~¢.

(b) Montrer que les sommets d’un chemin de G dont les extrémités sont dans X appartiennent
tous a X.

(c) En déduire que si Y est un sous-ensemble de sommets de G disjoint de X, alors X est
une classe d’équivalence de ~g ot G' =G Y.

(d) Montrer que G| X]| est fortement conneze.

(e) Montrer que G|X] est une composante fortement conneze de G.

Solution (a) La relation ~¢, dans sa définition méme, est réflexive et symétrique. La transitivité
de ~¢ vient du fait que, si u,v,w sont trois sommets de G, P, , est un chemin de u & v et P, ,,
est un chemin de v & w, alors la concaténation P, , + P, est un chemin de v a w.

(b) Soient u et v deux sommets appartenant & X, P un (u,v)-chemin de G et w un sommet
de P. On remarque qu’il existe une subdivision de P en deux sous-chemins P} de u & w et P»
de w a v, et de plus, puisque u et v sont dans la méme classe d’équivalence, il existe un chemin
P; de v a u. Les chemins P; et P, + P35 permettent de conclure que u ~g w et donc que w € X.
Ainsi tous les sommets de P sont dans X.

(c) Soient z un sommet de X et X’ la classe d’équivalence de ~¢ contenant z. Il faut montrer
que X' = X.

Soit 2’ un sommet de X’ c’est-a-dire tel que 2’ ~¢ . Puisque G’ est un sous-graphe de G,
tout chemin de G’ est un chemin de G et donc on a 2’ ~¢g x, c’est-a-dire 2’ € X et ainsi X' C X.

Soit maintenant  un sommet de X c’est-a-dire tel que T ~g x. Par ’hypothése X NY =)
et par (b), tout chemin de G entre x et T est un chemin de G’ entre x et T et donc on a & ~¢r x,
c’est-a-dire T € X’ et ainsi X C X',

(d) Puisque X est une classe d’équivalence de ~, par définition, pour tout couple (u,v) de
sommets de X, il existe un chemin de u & v dans G et donc dans G[X]| par (b). En conséquence,
G[X] est fortement connexe.

(e) Soit G’ une composante fortement connexe de G qui contient un sommet de X. Par
définition, d’une part, G’ est fortement connexe, et donc tous ses sommets appartiennent a la
méme classe d’équivalence, c’est-a-dire & X, et d’autre part, il est maximal pour cette propriété,
c’est-a-~dire qu’il contient X puisque, par (d), G[X] est fortement connexe. On en conclut que
G[X] = G’ est une composante fortement connexe de G. O

Remarque 80 Par [’Exercice[I18] les ensembles des sommets des composantes fortement connezes
de G coincident avec la partition de V(G) en classes d’équivalence de ~¢ .

On appelle décomposition en composantes fortement connexes de G la partition des
sommets de G par les ensembles des sommets des composantes fortement connexes de G (Re-
marque [[8) ou de maniére équivalente (Remarque B0) la partition des sommets de G par les
classes d’équivalence de ~¢ . En contractant les ensembles de la décomposition en composantes
fortement connexes de G on obtient un graphe orienté dit graphe orienté réduit de G (F1G.

262).

Exercice 185 FEzécuter l’algorithme Décomposition en Composantes Fortement Connezes (F1G.

2.63)) sur le graphe orienté de la F1G. 2264
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FIGURE 2.62 — (a) Un graphe orienté et ses composantes fortement connexes (b) son graphe
orienté réduit.

ALGORITHME DECOMPOSITION EN COMPOSANTES FORTEMENT CONNEXES :
Entriég : Un graphe orienté G.
Sortie : La décomposition P en composantes fortement connexes de G.

Etape 0 : Initialisation.
Gi:=G, Pr:=0, i:=1.
Etape 1 : Construction.
Tant qu'il existe v; € V(G;) faire :
Exécuter 'algorithme de Marquage Orienté sur G; et v;,
soit SZT" I’ensemble de sommets obtenu,
Exécuter 'algorithme modifié de Marquage Orienté sur G; et v;,
soit S;” l'ensemble de sommets obtenu,
C;:=S5nS;,
Pit1 :=P; U {Ci},
Giy1:=G; —
i:=14+ 1
Etape 2 : Fin de lalgorithme.
P :="P;, STOP.

FIGURE 2.63 — Algorithme Décomposition en Composantes Fortement Connexes.

Solution Une exécution de l'algorithme Décomposition en Composantes Fortement Connexes
appliqué au graphe orienté de la F1G. 264l est représentée F1G. .63 Les ensembles de P sont
indiqués sur le dessin le plus & droite. 0

Exercice 186 (Justification de I’algorithme Décomposition en Composantes Forte-
ment Connexes (F1G. [2.63))
(a) Montrer qu’a la i-iéme itération de UEtape 1, C; est la classe d’équivalence de ~a; qui
contient v;.
(b) Montrer qu’a la i-iéme itération de UEtape 1, C; est une classe d’équivalence de ~.
(c) En déduire que P est la décomposition en composantes fortement connezes de G.

Solution (a) Par définition de I’algorithme Décomposition en Composantes Fortement Connexes
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FIGURE 2.64 — Graphe orienté de I’Exercice [I83]
Cy =55
. @2.

Cy=Sf =S5
. Dy

FIGURE 2.65 — Les différentes étapes de 'algorithme Décomposition en Composantes Fortement
Connexes appliqué au graphe orienté de la FiG. 2.64]

et des algorithmes de Marquage Orienté (F1G. 2263 224 et 227, on a

C; = SfnsS;
= {v e V(G;): il existe un chemin de v; & v} N {v € V(G;) : il existe un chemin de v a v;}
= {v:v~g, v}

(b) On va montrer (b) en raisonnant par récurrence sur i. Pour i = 1, par (a), C] est une
classe d’équivalence de ~@, —¢. Supposons maintenant que la propriété est vérifiée jusqu'a i —1:
C; est une classe d’équivalence de ~g pour 1 < j < 4. Soit X la classe d’équivalence de ~¢
qui contient v;. Par 'Exercice [[84fc) appliqué & G, X et Y = U;;lle (X et Y sont disjoints
puisque les classes d’équivalence de ~¢ forment une partition de V(G)), on a que X est la classe
d’équivalence de ~¢, qui contient v; laquelle par (a), est égale & C;. En conclusion, C; est bien
une classe d’équivalence de ~¢.

(c) Par la définition de Ialgorithme Décomposition en Composantes Fortement Connexes,
les éléments de P sont les C; construits a 'Etape 1 et leur union est égale & V(G). De plus, par
(b), chaque C; est une classe d’équivalence de ~¢, ce qui termine la démonstration de (¢). [

Exercice 187 Montrer que le graphe orienté réduit d’un graphe orienté est sans circuit.

Solution Soient G un graphe orienté et G’ le graphe orienté réduit de G. Supposons par I’absurde
que G’ posséde un circuit C' = viajveay ... vja; o I > 2. Dans ce qui suit, I'indice ¢ sera compris
entre 1 et [ et l'indice [ + 1 sera considéré comme étant égal a 1. Par la définition du graphe
orienté réduit, le sommet v; correspond a une classe d’équivalence V; de ~¢ et l'arc a) correspond
a un arc a; dans G, de u; € V; & wiy1 € Vijy1. Puisque u; et w; € V;, il existe dans G un
chemin P; de w; a u;. On peut alors construire dans G un chemin de u; & wy qui contient wsy,
soit P = wjaiPras ... Pajwy (F1G. 266]). Par 'Exercice [[84(b), tous les sommets de P et en
particulier wo sont dans Vi, ce qui contredit le fait que wy € Vo # V. n
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FIGURE 2.66 — (a) Le circuit C' dans G’, (b) la construction du chemin P dans G.

Exercice 188 Soit C' un circuit d’un graphe orienté G. Montrer que le graphe orienté obtenu a
partir de G par contraction de l’ensemble des sommets de C' est fortement connexe si et seulement
si G est fortement connexe.

Solution On notera G’ le graphe orienté obtenu a partir de G par contraction de V(C), et ¢ le
nouveau sommet de G'.

Montrons tout d’abord que la condition est nécessaire. Supposons donc que G’ soit fortement
connexe. Nous proposons deux démonstrations différentes, I’'une basée sur des chemins et 'autre
sur des coupes.

Premiére démonstration (voir F1G. 2267). Nous allons montrer que tous les sommets de G
appartiennent a la méme composante fortement connexe ce qui est équivalent au fait que G
est fortement connexe. Tout d’abord notons que par la Remarque [[0, tous les sommets de C
appartiennent a la méme composante fortement connexe ) de G. Supposons par I'absurde qu’il
existe un sommet v de G qui n’est pas dans Q. Par notre hypothése, G’ est fortement connexe
et donc il existe dans G’ un (v, ¢)-chemin élémentaire Pj et un (¢, v)-chemin élémentaire Py. Ces
deux chemins correspondent dans G' & un (v, ¢;)-chemin P; et & un (cg, v)-chemin P» pour deux
sommets ¢1 et cp de C. Puisque C est un circuit, il contient un (cy, cg)-chemin Ciy. Alors dans
G, on a un (¢1,v)-chemin, obtenu par la concaténation de Cio et Py, et un (v, ¢q)-chemin, P,
c’est-a-dire que c¢; et v sont dans la méme composante fortement connexe @ de G, ce qui est une
contradiction.

FI1GURE 2.67 — Illustration de la premiére démonstration de ’'Exercice [18§

Deuzieme démonstration. Supposons par 'absurde que G ne soit pas fortement connexe. Alors
par I’Exercice [I79] il existe un sous-ensemble X de sommets de GG, non-vide et ne contenant pas
tous les sommets de G, tel qu’aucun arc de G ne sorte de X. Par conséquent, aucun arc de C ne
sort de X. Selon la Remarque[76, C' est fortement connexe, et donc par I'Exercice [I79, X NV (C)
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est soit vide soit égal & V(C). Soit X’ Pensemble des images des sommets de X dans G'. Par ce
qui précéde on a que X’ et V(G') \ X’ sont des ensembles non-vides disjoints tels qu’il n’existe
pas d’arc sortant de X’. Par I'Exercice [I79] ceci contredit la forte connexité de G’.

Pour montrer que la condition est suffisante supposons que G est fortement connexe. Nous
proposons également deux démonstrations, I'une basée sur des chemins et I'autre sur des coupes.

Premiére démonstration. Soient (u’,v") un couple quelconque de sommets de G’ et u et v deux
sommets de G dont les images dans G’ sont respectivement u’ et v’. Puisque G est fortement
connexe, il existe un (u,v)-chemin dans G. Par I'Exercice [[32] il existe alors un (u',v’)-chemin
dans G’ et ainsi G’ est fortement connexe.

Deuzieme démonstration. Soit X’ un sous-ensemble quelconque de sommets de G’, non-vide
et ne contenant pas tous les sommets de G’. On définit ’ensemble X des sommets de G dont
I'image est dans X’. Puisque G est fortement connexe, par I'Exercice [79 il contient un arc uw
tel que u € X et v ¢ X. Par la définition de X et celle de la contraction, 'image u' de u est dans
X', 'image v' de v n’est pas dans X', et v/’ est un arc de G’. On en conclut, par 1’Exercice 79
que G’ est fortement connexe. 0

Exercice 189 Soient G un graphe orienté, C' l’ensemble des sommets d’un circuit de G, G’ le
graphe orienté obtenu a partir de G en contractant C, ¢ le sommet de G' qui correspond a C,
Gc la composante fortement connexe de G qui contient C' et G, celle de G' qui contient c.
(a) Montrer que G, s’obtient & partir de Go en contractant C.
(b) Montrer que les composantes fortement connexes de G et de G' sont les mémes, a l’ex-
ception de G¢ et GY,.

Solution Remarquons que G¢ existe car, par la Remarque [76, G[C] est fortement connexe et
donc tous ses sommets appartiennent & une méme composante fortement connexe de G.

(a) On note W I’ensemble des sommets de G qui ne sont pas dans C, et W’ Pensemble des
sommets de G, différents de ¢, on a donc V(G¢) = WUC et V(G.) = W' U{c}. Démontrer (a)
est équivalent & démontrer que W = W".

Soit H' le graphe orienté obtenu a partir de G¢ en contractant C, on a V(H') = W U {c}.
D’apres 'Exercice [I88] H' est fortement connexe. Donc, par la Remarque [78, V(H') C V(G.),
et ainsi W C W'.

Soit H le graphe orienté obtenu a partir de G/, en décontractant C, ¢’est-a-dire le sous-graphe
de G induit par W’ U C. D’aprés I'Exercice [I88] H est fortement connexe. Par la Remarque [T8]
V(H) CV(Ge), et ainsi W/ C W.

On en conclut que W = W".

(b) Par I'Exercice [I84] les composantes fortement connexes de G — V(G¢) sont celles de G
qui sont différentes de G¢, et les composantes fortement connexes de G' — V(G.) sont celles de

G’ qui sont différentes de G... Or G — V(G¢) = G' — V(GL), et ainsi (b) est démontré. O

Exercice 190 Soient H = (V,F) une RCPA-forét d’arborescences d’un graphe orienté G =
(V,A), H = (V' F') une des arborescences de H et v sa racine. On note S~ (v) l’ensemble des
sommets a partir desquels on peut atteindre v par un chemin dans G et C, 'ensemble VNS~ (v).
Montrer que :

(a) H'[C,] est une v-arborescence,

(b) G[C,y] est la composante fortement connexe de G qui contient v.
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Solution Soit £ une numérotation de V(H) telle que (H, ¢) soit une RCPA-forét d’arborescences
de G numérotée.

(a) Par I'Exercice [42] il suffit de montrer que v est une racine de H'[C,]. Par définition de
Cy, v est un sommet de H'[C,]. S’il n’y a pas d’autre sommet que v dans H'[C,] alors v est bien
une racine. Sinon, soit w # v un sommet de H'[C,]. Par définition de S~ (v), il existe dans G un
chemin P de w a v. Soient P’ le chemin de v & w dans H' et x un sommet quelconque de P’.
P’[v,z] est un chemin de v & = et la concaténation de P’[x,w] et de P est un chemin de z a v
et donc z € C,. Par conséquent P’ est un chemin de v & w dans H'[C,] aussi, et v est bien une
racine de H'[C,], (a) est démontré.

(b) Par la Remarque B0 la composante fortement connexe de G qui contient v est égale a
G[ST(v) N S~ (v)], o ST(v) est 'ensemble des sommets qu’on peut atteindre depuis v par un
chemin dans G. Pour prouver (b) il suffit donc de montrer que les sommets de S (v) susceptibles
d’étre aussi dans S~ (v) sont dans V. Puisque (H = (V, F), {) est une RCPA-forét d’arborescences
de G numérotée, par I'Exercice [[63[(a), aucun sommet de numéro plus petit que ¢(v) n’est dans
S~ (v) et V' contient tous les sommets de ST (v) de numéro supérieur a £(v). On en conclut que

C,=V'NS (v) =5 (v) NS~ (v) et (b) est démontré. O

Exercice 191 Soient H = (V,F) une RCPA-forét d’arborescences d’un graphe orienté G =
(V,A), H une arborescence de H de racine v, et W un sous-ensemble de sommets de V(H') tel
que H'[W1] soit une arborescence de racine v. Montrer que H — W est une RCPA-forét d’arbo-
rescences de G — W.

Solution On va montrer la propriété en raisonnant par récurrence sur le nombre de sommets
de W. Si W ne contient qu’un sommet, il s’agit de v la racine commune de H' et H'[W]. Par
I'Exercice [[53[c), H — v est une forét d’arborescences. On définit sur les sommets de H — v, la
numérotation ¢'(x) = ¢(x) pour un sommet x de f-numéro plus petit que celui de v et ¢'(z) =
¢(x) — 1 pour les autres. Puisque (H, ¢) est une RCPA-forét d’arborescences de G numérotée, G,
H et ¢ satisfont les conditions de I'Exercice 63l On remarque que le sommet v étant la racine
d’une arborescence de H, pour tout sommet w # v de G, on a H [w] — (H — v)[w]. Il est alors
facile de vérifier que G — v, H — v et la numérotation ¢ satisfont les conditions de I’Exercice [163]
et H — v est bien une RCPA-forét d’arborescences de G — v.

Supposons maintenant que, pour n > 1, la propriété est vérifiée pour tout sous-ensemble de
sommets de cardinalité n vérifiant les hypothéses de 'exercice. Soit W un sous-ensemble de n+ 1
sommets de V(H') tel que H'[W] soit une arborescence de racine v. On peut alors choisir dans
W un sommet pendant w # v de H'[W], et, par 'Exercice [[44], H'[W \ w] est une arborescence
de racine v. Par ’hypothése de récurrence, H — (W \ w) est une RCPA-forét d’arborescences de
G — (W \ w). Puisque H[W| = H'[W] est une arborescence, I'unique prédécesseur de w dans
H n’existe plus dans H — (W \ w) et ceci implique que w est racine d’une arborescence de
H — (W \ w). On utilise maintenant le fait que la propriété est vraie pour n = 1 pour en déduire
que H — W (qui est égal & (H — (W \ w)) — w) est une RCPA-forét d’arborescences de G — W
(qui est égal a (G — (W \w)) —w). O

Exercice 192 (Justification de l’algorithme de Composantes Fortement Connexes
avec RCPA (FiG. [Z6]])) Montrer que, pour un graphe orienté G, P est la décomposition en
composantes fortement connexes de G.

Solution Nous montrons par récurrence sur i que H; est 'ensemble des arborescences d’une
RCPA-forét d’arborescences de G;. Pour ¢ = 1, ¢’est vrai par définition. Supposons que c’est vrai
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ALGORITHME DE COMPOSANTES FORTEMENT CONNEXES AVEC RCPA :
EntreE : Un graphe orienté G.
Sortie : La décomposition P en composantes fortement connexes de G.

Etape 0 : Initialisation.
G =G, Pr:=0,i:=1.
Etape 1 : Parcours RCPA du graphe orienté.
Exécuter I'algorithme Recherche Compléte en Profondeur d’Abord sur G pour obtenir
une RCPA-forét d’arborescences H.
H;1 := ensemble des arborescences de H.
R, := ensemble des racines de H;.
Etape 2 : Construction de P.
Tant qu’il existe v; € R; faire :
H; := l'arborescence de H; dont la racine est v;,
Exécuter I'algorithme modifié de marquage orienté sur G;[V (H;)] et v; pour
obtenir C; = V/(H;) N S,
H. := ensemble des arborescences de la forét d’arborescences de H; — Cj,
R} := ensemble des racines de #/,
Hitr o= (Hi — {H:}) UH],
Ry = (RZ - UZ‘) U R;,
Pit1 =P U{Ci},
Git1:=G; — C,
=1+ 1.
Etape 3 : Fin de l’algorithme.
P :="P;, STOP.

FIGURE 2.68 — Algorithme de Composantes Fortement Connexes avec RCPA.

pour i. D’aprés 'Exercice [[90(a), H;[C;] est une v;-arborescence et alors par I’'Exercice [91] H; 41
est ’ensemble des arborescences d’'une RCPA-forét d’arborescences de G4 1.
D’aprés I’Exercice [[90(b), G;[C;] est la composante fortement connexe de G; qui contient v;.
Pour terminer la preuve il suffit d’utiliser les mémes démonstrations que pour (b) et (c) de
I’Exercice 0

Remarque 81 On note qu’avec des bases de données adaptées I’Algorithme de Composantes
Fortement Connexes avec RCPA se termine en temps linéaire du nombre d’arcs du graphe orienté
donné. Tarjan a congu un algorithme qui trouve les composantes fortement connexes en exécutant
seulement un algorithme Recherche Compléte en Profondeur d’Abord avec quelques instructions
supplémentaires.

Soient G = (V, A) un graphe orienté et uv un arc de G. L’opération de subdivision de I’arc
uw consiste & supprimer I’arc uv, rajouter un nouveau sommet s et les deux arcs us et sv. On
obtient ainsi un graphe orienté G' = (V' A") oa V' =V Us et A" = (A \ {uv}) U {us, sv}.

Soient G un graphe orienté et O un chemin élémentaire dont seules les extrémités sont
des sommets de G ou un circuit élémentaire dont un seul sommet appartient & G. L’opération
de rajout de l’oreille O consiste a faire la réunion de G et O. La suite Oy, ..., est une
décomposition en oreilles orientées de G, si Oy est un sommet et G s’obtient & partir de Og
en rajoutant consécutivement les oreilles Oy, ..., Oy, voir F1G. 269 A cette décomposition en
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oreilles orientées on associera la suite de graphes orientés Gy, ...,Gr = G ou G; = OgU---UO;.
Par la définition de I’ajout d’une oreille, pour chaque 1 < ¢ < k, O; est soit un chemin élémentaire
dont seules les extrémités appartiennent & G;_1, soit un circuit élémentaire dont un seul sommet
appartient & G;_1.

Remarque 82 L’ajout d’un arc entre deux sommets d’un graphe orienté G est un rajout d’oreille
orientée.

Oo

FIGURE 2.69 — Décomposition en oreilles orientées d’un graphe orienté G.

ALGORITHME DECOMPOSITION EN OREILLES ORIENTEES :

EntreE : Un graphe orienté G.

Sortie : Une décomposition en oreilles orientées de G' ou un certificat que G n’est pas fortement
connexe.

Etape 0 : Initialisation.
Vo := Ogp := s ou s est un sommet quelconque de G, i := 0.
Etape 1 : Détermination de longues oreilles (F1G. Z71)).
Tant qu’il existe uv € §7(V;) faire :
Appliquer l'algorithme Chemin & G,v et u.
Si on a obtenu un certificat S de non-existence d’un chemin de v & u dans G
alors STOP.
Sinon on a obtenu un chemin élémentaire P de v & u dans G, égal a
v1(=v)vg ... vE(=w).
Déterminer j le plus petit indice tel que v; € V;,
Oi41 := uv + Plv, vj],
Vig1 == ViUV (Oip1),
=14 1.
Etape 2 : Détermination de courtes oreilles.
Si V; # V(G) alors STOP avec le certificat V.
Tant qu’il existe uv € A(G) \ (A(O1) U ... A(O;)) faire
O;11 = uv,
i:=14+ 1
Etape 3 : Fin de l’algorithme.
STOP avec la décomposition en oreilles O, ..., O;.

F1GURE 2.70 — Algorithme Décomposition en Oreilles Orientées.

Exercice 193 (Justification de ’algorithme Décomposition en Oreilles Orientées (FIG.

2.770)) Montrer que :
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F1GURE 2.71 — [llustration de la construction d’une longue oreille de I'algorithme Décomposition

en Oreilles Orientées (F1G. [2Z770]).

(a) si Ualgorithme s’arréte lors d’une exécution de ’Etape 1 ou de I’Etape 2, alors G n'est
pas fortement connexe,

(b) Vindice j, tel qu’il est défini a U’Etape 1, existe,

(c) chaque Oy 1, calculé & la i-ieme exécution de I’Etape 1, est soit un chemin élémentaire
dont seules les extrémités appartiennent a V;, soit un circuit élémentaire dont un seul
sommet appartient a V;,

(d) sil’algorithme ne s’est pas arrété lors d’une exécution de I’Etape 1 ou de I’Etape 2, alors
il se termine avec une décomposition en oreilles orientées Oy, ..., O;.

Solution (a) Si I'algorithme s’arréte lors d'une exécution de I'Etape 1, alors dans G il n’existe
pas de chemin du sommet v au sommet u, et ainsi par définition, G n’est pas fortement connexe.
Sinon, a la derniére itération de I'Etape 1, ’ensemble de sommets V; n’a pas d’arc sortant dans
G. Ensuit, I'algorithme s’arréte a 'Etape 2 si et seulement si V; # V(G). Comme de plus, V;
contient s, il est non-vide. Par 'Exercice [I79, V; est un certificat que G n’est pas fortement
connexe.

(b) A la i-iéme exécution de I'Etape 1, si I'algorithme doit déterminer I'indice j, c’est qu'il
existe un arc wv € 67 (V;) et un chemin élémentaire P = vy ...v; de v & u. Puisque v = vy
n’appartient pas a V; et u = v, appartient a V;, il existe un plus petit indice j tel que v; € V;,
voir F1G. 2711

(c) Chaque O;;; calculé a I'Etape 1 est la concaténation des chemins élémentaires uv et
Plv,v;] qui par définition, sont tels que parmi leurs sommets seuls u et v; appartiennent a V;,
voir F1G. 27Tl Selon que u # v; ou non, cette concaténation est un chemin élémentaire dont
seules les extrémités appartiennent & V; ou un circuit élémentaire dont un seul sommet appartient
av.

(d) L’'Etape 1 se termine parce que chaque V;;; contient plus de sommets que V;, et que le
nombre de sommets de G est fini; soit k le nombre d’itérations de I'Etape 1. Si I’algorithme ne
s’est pas arrété lors d’une exécution de I'Etape 1 ou de 'Etape 2, alors V3, = V(G). Chaque O; 1
calculé a ’Etape 2 est un arc de G qui n’appartient & aucun O; (j <i). Le nombre d’arcs de G

est fini et donc I'Etape 2 se termine avec Oy, . .., O; qui forment une partition des arcs de G. Par
(c), Og, ..., Oy est une décomposition en oreilles de la réunion de Oy, ..., Oy ; par Vi = V(G) et
par la Remarque 82 Oy, ..., O; est une décomposition en oreilles de G. 0

Exercice 194 (Caractérisation de l’existence d’une décomposition en oreilles orien-
tées) Soit G un graphe orienté. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) G admet une décomposition en oreilles orientées,
(b) G peut étre construit a partir d’un sommet par une suite d’ajouts ou de subdivisions d’arc,
(c) G est fortement conneze.
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Solution (a) = (b) : Supposons que G admette une décomposition en oreilles orientées
Oy, O1, ..., 0. L’opération d’ajout d’oreille O; de u; & v; de longueur ¢t & G; est équivalente a la
suite d’opérations suivante : ajout de 'arc u;v;, suivi par ¢ — 1 subdivisions d’arc.

(b) = (c) : Puisque le graphe orienté & un sommet est fortement connexe, il suffit de
montrer que les opérations d’ajout ou subdivision d’arc préservent la forte connexité. Soit donc
G un graphe orienté fortement connexe. L’ajout d'un arc & G, d’aprés la Remarque [T7], préserve
bien la forte connexité.

La subdivision d’un arc uv de G, produit un graphe orienté G’ en rajoutant un nouveau
sommet s et les nouveaux arcs us et sv, et en supprimant 'arc wv. Par la Remarque [[5 G
est connexe. Par la Remarque [II] le graphe orienté obtenu aprés ajout de s, us et sv est aussi
connexe. Or 'arc uv appartient & un cycle suv, donc d’aprés I’Exercice BIl quand on supprime
cet arc le graphe orienté reste connexe.

Par I'Exercice [IR0] il reste & démontrer que chaque arc de G’ appartient a un circuit de
G'. Puisque G est fortement connexe, par I'Exercice I80, chaque arc e de G appartient a un
circuit C, de G. Or a chaque circuit C' de G on peut associer un circuit ¢’ de G’ en remplagant
éventuellement I’arc uv par le chemin usv. Les arcs us et sv appartient au circuit C/,, de G’ et
tout autre arc e de G’ appartient au circuit C/ de G’.

(¢) = (a) : Par I'Exercice [93(a) et (d), si G est fortement connexe alors l'algorithme
Décomposition en Oreilles Orientées (F1G. [2.70]) construit une décomposition en oreilles orientées
de G. O

2.10 Tournois

Etant donné un graphe orienté GG, un chemin hamiltonien de G est un chemin élémentaire
contenant tous les sommets de G; un circuit hamiltonien de G est un circuit élémentaire
contenant tous les sommets de G.

Un tournoi est un graphe orienté simple G tel que pour toute paire z,y de sommets distincts,
exactement un des deux arcs zy et yx existe dans G.

Exercice 195 Montrer que tout tournoi posséde un sommet x tel que chaque sommet est a
distance au plus deux de x.

Solution Soient G un tournoi et z un sommet de G de degré sortant maximum. Soient Vi
I’ensemble des voisins sortant de x (c’est-a-dire les sommets & distance un de z) et Vo ’ensemble
des sommets de G qui sont & distance deux de x. Supposons par I’absurde qu’il existe un sommet
y qui n’appartient pas a {x} UV; UV,. Alors dans G il n’y a aucun arc d’un sommet de {z} UV;
a y, et, puisque G est un tournoi, il y a un arc de y a chacun des sommets de {z} U Vj. Donc
dt(y) > |[ViUz| > |Vi]| = dT(z), ce qui contredit notre hypothése sur z. O

Exercice 196 Montrer que tout tournoi G posséde un chemin hamiltonien.

Solution Soit P := v;...v; un plus long chemin élémentaire de G. On montrera que P est un
chemin hamiltonien.

Supposons par 'absurde qu’il existe un sommet x de G qui n’appartient pas a P.

Si zvy était un arc de G alors xwvy + P serait un chemin élémentaire plus long que P ce qui
contredit notre hypothése sur P (voir FiG. 272(a)). Alors, puisque G est un tournoi, vz est
un arc de GG. De méme si vgx était un arc de G alors P + vix serait un chemin élémentaire plus



2.10. TOURNOIS 153

long que P ce qui contredit notre hypotheése sur P (voir F1G. 2Z72(c)). Alors, puisque G est un
tournoi, zvy est un arc de G et k # 1.

Soit ¢ I'indice minimum tel que v;x et xv; 1 sont des arcs de G. Par ce qui précéde, cet indice
existe et 1 < i < k — 1. Alors P[vy,v;] + v;x + 2v;+1 + P[vi41, vg] serait un chemin élémentaire
plus long que P ce qui contredit notre hypothése sur P (voir F1G. 2ZT72(b)).

En conclusion x n’existe pas et ainsi P est un chemin hamiltonien de G.

U1 V2 (% Vi1 Vg U1 V2 Vg
P P

(b) (c)

FI1GURE 2.72 — Illustration de la solution de I’Exercice [190]
O

Exercice 197 Montrer qu’un tournoi G = (V, A) posséde un circuit hamiltonien si et seulement
si G est fortement connexe.

Solution Montrons tout d’abord que la condition est nécessaire. Soit donc C' un circuit hamil-
tonien de G. Alors tous ses sommets appartiennent a la méme composante fortement connexe
c’est-a-dire G est fortement connexe.

On montre maintenant que la condition est suffisante. Soit donc G un tournoi fortement
connexe. Alors, d’aprés I'Exercice [I79 on a

dt(X) > 1 pour tout ) # X C V. (2.23)

Alors, d’aprés 'Exercice [[33[(a), G posséde un circuit élémentaire. Soit C' := vgvy ... (vp = vp),
ol k > 2, un plus long circuit élémentaire de G. On montrera que C' est un circuit hamiltonien.
Supposons par I'absurde que V(C) # V. Soit z € V' \ V(C).

Supposons qu’il existe deux sommets y et z de C' tels que yx et xz sont des arcs G. Puisque
G est un tournoi, y # z. Par la Remarque A8 on peut supposer que y = vy (quitte a renuméroter
les sommets de C'). Soit i le plus petit indice tel que v;x et zv;11 sont des arcs G. Par ce qui
précéde, cet indice existe. Alors Cvg, v;] + vix + 2vi1 + Clvi41, V] serait un circuit élémentaire
plus long que C ce qui contredit notre hypothése sur C' (voir FiG. 2Z273|(a)). Puisque G est un
tournoi, on en conclut que V. =V(C)UV1 UV, ou V; :={x € V : v;z € A pour tout v; € V(C)}
et Vo:={x €V :zv; € A pour tout v; € V(C)}.

Comme 0 # V(C) C V, par 223)), on a d*(V(C)) > 1. On en déduit que V; # 0 et ainsi
d*(Vl) > 1 par ([Z23), c’est-a-dire qu'il existe un arc ujus tel que u; € Vi et ug € V. Alors
C' := vouy + ujug + ugvy + Clvg, vg| est un circuit élémentaire qui est plus long que C, ce qui
contredit notre hypothése sur C' (voir F1a. 2Z773|(b)). 0
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() (b)

FIGURE 2.73 — Illustration de la solution de 1'Exercice 196



2.11. PLUS COURTS CHEMINS 155

2.11 Plus courts chemins

Soit (G = (V, A),¢) un réseau, ou la fonction ¢ est dite fonction de longueur sur les arcs
de G et soit F' un sous-ensemble quelconque d’arcs de G. On appelle £-longueur de F' (ou
longueur s’il n’y a pas d’ambiguité) la valeur ¢(F'). Un réseau (G,¥¢) ou £(a) = 1 pour tout arc
a de G sera appelé réseau (G, 1).

Etant donnés un réseau (G,f) et un chemin P = vgajviasvs ... apvy, de G, on appelle £-
longueur de P (ou longueur s’il n’y a pas d’ambiguité), notée £(P), comme la somme des

longueurs des arcs de P :
k

UP) = l(as).

=1

Remarque 83 Dans un graphe G, la 1-longueur d’un chemin est égale au nombre d’arcs de ce
cheman.

Etant donnés deux sommets s et p d’un réseau (G,£), un plus court chemin de s a p est
un chemin de ¢-longueur minimum parmi tous les chemins de s & p. Dans cette section nous nous
intéressons a la recherche d’un plus court (s, p)-chemin dans (G, ¥). Notons qu’on peut décider
s’il existe au moins un (s, p)-chemin dans G par 'algorithme de Marquage orienté (F1G[2.24)).

Remarque 84 On note que l’on peut se restreindre dans cette section au cas des graphes orientés
sans arcs multiples car si tel n’est pas le cas on peut conserver seulement l'arc de £-longueur
minimum pour chaque arc multiple sans modifier les plus courts chemins.

Un circuit C' est dit absorbant si sa ¢-longueur est négative, c’est-a-dire ¢(C) < 0, voir

Fic. 2774

FIGURE 2.74 — Un exemple de réseau contenant un circuit absorbant C'

Remarque 85 Si dans un réseau il y a un circuit absorbant C, alors pour certains couples (x,y)
de sommets il n’existe pas de plus court (z,y)-chemin. Par exemple, si x ety sont deuxr sommets
de C, en empruntant C plusieurs fois, on peut obtenir des (x,y)-chemins dont les (-longueurs
tendent vers —oo.

Remarque 86 Lorsque le réseau contient un circuit absorbant, la Remarque suggere de re-
chercher plutot un plus court chemin élémentaire d’un sommet donné a un autre. Or ce probléme
est connu étre difficile, plus précisément NP-complet, voir Chapitre 2 ? ¢

Exercice 198 Soient (G,{) un réseau et s et p deux sommets de G tels qu’il existe un (s,p)-
chemin dans G.
(a) Montrer que parmi les (s,p)-chemins élémentaires il en existe au moins un de (-longueur
minimum dans (G, 1).
(b) En déduire que si (G,f) est sans circuit absorbant alors il existe un (s,p)-chemin de
L-longueur minimum dans (G, ) qui de plus est élémentaire.
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Solution (a) Puisque G a un nombre fini m d’arcs, et quun (s,p)-chemin élémentaire est
une suite constituée d’au plus m arcs, le nombre de (s, p)-chemins élémentaires dans G est fini
(< 2™). Il existe donc un (s, p)-chemin élémentaire de ¢-longueur minimum. (Néanmoins, trouver
ce chemin est en général difficile, voir la Remarque [80l)

(b) Par (a), il existe un (s, p)-chemin élémentaire P* de ¢-longueur minimum dans (G, ¢). Si
P* n’est pas un (s, p)-chemin de ¢-longueur minimum dans (G, ¢), alors il existe un (s, p)-chemin
non-élémentaire et de ¢-longueur strictement plus petite que ¢(P*). Soit P = sajviagvy...agp
un tel chemin qui minimise k. Puisque P n’est pas élémentaire, il existe 1 < i < j < k tels que
v; = v; et pour tout (i’,j") # (i,7) avec i < i’ < j' < j, on a vy # vj. Alors C = Plv;,v;] est un
circuit élémentaire tel que ¢(C') > 0 (puisque (G, ¥) est sans circuit absorbant). En conséquence,
P" = P[s,v;] + Plvj,p| est un (s,p)-chemin sajviabvy...app tel que {(P') = £(P) — £(C) <
((P) < L(P*) et k' <k, ce qui contredit la définition de k. O

Remarque 87 Par l’Ezercice [I98, si (G,{) est sans circuit absorbant alors il existe un (s,p)-
chemin de £-longueur minimum dans (G,{) qui contient au plus |V (G)| — 1 ares.

Remarque 88 Par les Remarques [83 et [84 et I’Exercice (198, on étudiera dans la suite de cette
section les plus courts chemins élémentaires dans des réseaux sans circuits absorbants ou bien on
considérera la détection d’un circuit absorbant.

Remarque 89 Lorsqu’on considére le probléme des plus courts chemins dans un réseau (G, /),
on peut se restreindre, sans perte de généralité, au cas ot G est sans boucles. En effet, s’il existe
une boucle de (-longueur négative dans (G,{) alors cette boucle est un circuit absorbant et sinon
en supprimant toutes les boucles de G on ne change pas les plus courts chemins dans (G,¥).

Soient (G, /) un réseau sans circuit absorbant, s et p deux sommets de G. S’il existe un
(s,p)-chemin dans G alors il existe, par I'Exercice [[98] un (s, p)-chemin de ¢-longueur minimum
dans (G,£). On définit la distance de s & p, notée d(g ) (8, p), comme égale a la (-longueur
minimum d’'un (s, p)-chemin dans (G, ¢) s'il existe un (s, p)-chemin dans G et & oo sinon.

Remarque 90 Dans un réseau sans circuits absorbants, puisque la longueur de chaque arc est
finie, la distance d’un sommet s a un sommet p est infinie si et seulement si il n’y a pas de
(s, p)-chemin.

Remarque 91 Quand on s’intéresse au probléme du calcul des distances d(GJ)(S,‘) depuis s
dans un réseau (G, ), on peut toujours se restreindre au cas ot s est une racine de G. En effet,
par lalgorithme de Marquage orienté (F1G[2.24]), on peut trouver ’ensemble S des sommets at-
teignables depuis s et ensuite effacer les autres sommets. Ainsi on a eractement tous les sommets
dont la distance depuis s est finie (Remarque[90) et s est une racine du graphe G[S].

Exercice 199 Soient (G, {) un réseau sans circuit absorbant, P un plus court chemin de s a p
et Plz,y] un sous-chemin de P de x a y. Montrer que Plx,y] est un plus court chemin de x a y.

Solution Supposons que P[x,y] ne soit pas un plus court chemin de = & y. Il existe alors un
chemin @ de z a y tel que £(Q) < ¢(P[x,y]). Donc en remplagant P[x,y] par @ dans P, on obtient
le chemin R := P[s,z]|+Q+ Py, p] de s a p, de {-longueur ¢(R) = {(P)—{(P|x,y])+4(Q) < £(P),

ce qui contredit le fait que P est un plus court chemin de s & p. 0
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Exercice 200 Donner un exemple d’un graphe non-orienté G avec une fonction ¢ de longueur
des arétes, sans cycle de £-longueur négative, et dans lequel la sous-chaine de x a y d’une plus
courte (s,p)-chaine n’est pas une plus courte chaine de x a y.

Solution Soient G et ¢ le graphe et les longueurs représentés F1G[2. 70 Dans ce graphe non-
orienté xyz est une chaine de s = x & p = z de f-longueur minimum mais zy n’est pas une chaine
de z & y de f-longueur minimum car xzy est plus courte.

FIGURE 2.75 — Un exemple de solution de 1'Exercice 200
O

Exercice 201 Soient (G = (V, A),{) un réseau, X et Y deur sous-ensembles de V' disjoints.
Montrer que le probleme de trouver un plus court chemin parmsi les chemins qui relient un sommet
de X a un sommet de' Y peut se résoudre en trouvant un plus court (s,p)-chemin dans un réseau
auziliaire.

Solution On introduit le réseau auxiliaire (G' = (V', A"),¢') (voir F1G. [2776) on

le) siec A

! ! . . ! _
Vi=Vu{sp}, 4 —AU{sx.xeX}U{yp.yEY})etﬁ(e)—{ 0 Giec A\ A

a =
el "o
TN Sé:j OP\,‘C Y 8}19
N o
¢ YL |
& Y

FIGURE 2.76 — Construction du réseau auxiliaire utilisé dans la solution de 1I’Exercice [201]

Un plus court (s,p)-chemin dans (G',¢') correspond & un plus court chemin dans (G, ¥¢) de
X aY. En effet, d'une part, si P’ est un (s,p)-chemin dans (G',¢') alors P := P’ — {s,p} est
un chemin dans (G, /) d’'un sommet € X a un sommet y € Y de méme longueur que P’
D’autre part, si P est un chemin dans (G,¢) d'un sommet z € X a un sommet y € Y alors
P’ := sz + P+ yp est un (s, p)-chemin dans (G',¢') de méme longueur que P. On a donc défini
une bijection, entre les (s,p)-chemins dans (G',¢') et les chemins de X a Y dans (G,¢), qui
conserve les longueurs. 0
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2.11.1 Potentiel

Exercice 202 Soient (G, {) un réseau sans circuit absorbant, s un sommet et uv un arc de G.
Montrer que

d(G’g)(S,'U) < d(q@(s,u) + l(uv). (2.24)

Solution Si d(g ) (s,u) = oo, alors 'inégalité ([2.24)) est évidemment vérifice. Sinon, par la
Remarque [0, il existe dans G un (s, u)-chemin P de (-longueur égale a d(g ¢ (s,u). Puisque
P’ := P+ uv est un (s,v)-chemin, par définition de dg 4, on a dig ) (s,v) < £(P’). De plus,
U(P") = £(P) + L(uv) = d(ge(s,u) + L(uv), d’ot I'inégalité (2.24]). O

Exercice 203 Soient (G, {) un réseau sans circuit absorbant. Montrer que d(q ¢y vérifie l'inégalité
triangulaire, c’est-a-dire que pour tout triplet s,u,v de sommets de G, on a

dia,0(5,v) < dg(s,u) +dige(u,v). (2.25)

Solution Si d(g ) (s, u) = 00 ou d(g ) (u,v) = 0o, alors I'inégalité (2.25) est évidemment vérifice.
Sinon, par la Remarque @0 il existe dans G un (s, u)-chemin P de ¢-longueur égale a d(G,g)(S, u)
et un (u,v)-chemin @ de ¢-longueur égale & d(g ¢y (u,v). Puisque R := P+Q est un (s, v)-chemin,
par définition de d(g ), on a dig ) (s,v) < €(R). De plus, {(R) = {(P) + £(Q) = dg,p(s,u) +
d(a,e)(u,v), d’ott I'inégalité ([2.25)). O

Exercice 204 Soient (G = (V,A),{) un réseau sans circuit absorbant et s un sommet de G.
Montrer que pour tout sommet v de G, distinct de s,

dig,0 (s,v) = min{d(g ¢ (s,u) + €(uv) : uv € A}. (2.26)
Solution Soit v un sommet quelconque de G, distinct de s. Par (2:24]) de 'Exercice 202] on a
dig,e)(s,v) <min{dg ) (s,u) + L(uv) : uv € A}.
Si d(g,¢)(s,v) = 0o on en déduit que le minimum de ([2.26) est égal & oo aussi et ([2.26) est bien
vérifiée. Sinon, soient P un (s,v)-chemin de ¢-longueur minimum dans G et zv son dernier arc
(ce chemin existe puisque d(g ¢)(s,v) # 00 et cet arc existe puisque v # s). On a alors

dG,0)(8,v) = €(P) = £(P[s,x]) +L(zv) > d(g,e)(s,7)+L(zv) > min{d(g (s, u)+L(uv) : uv € A}.

Les deux inégalités précédentes impliquent I’égalité (2.26]). O

Etant donnés un réseau (G = (V, A),£), une fonction 7 : V — R est un potentiel de (G, )
si la condition suivante est satisfaite.

m(v) —7(u) < l(uv) pour tout uv € A. (2.27)

Remarque 92 Dans un réseau (G, {) sans circuit absorbant et de racine s, par la Remarque [90),
les distances depuis s sont finies et alors, par I’Exercice [202, la fonction de distance depuis s est
un potentiel.

Exercice 205 Dans un réseau (G, (), soient m un potentiel et P un (s,p)-chemin. Montrer que

w(p) — w(s) < U(P). (2.28)
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Solution On pose P = vjvy... v, oll v1 = S et v, = p. Par définition d’un potentiel et puisque
les termes de la somme des différences de potentiel s’annulent deux-a-deux a ’exception de 7(s)
et 7(p), on a

e

-1 -1

m(p) —7(s) = m(vp) —m(v1) = ) (m(vip1) — 7(vi)) < Y L(vvip1) = L(P).
1 1

B

-
Il
<.
Il

0

Exercice 206 Soient (G = (V, A),l) un réseau et (G' = (V', A"),l') le réseau obtenu a partir
de (G,?) en ajoutant un nouveau sommet s et un arc sv de ¢'-longueur O pour chaque sommet
v €V ; les autres arcs ont leur {'-longueur égale a leur {-longueur. Montrer que
(a) s est une racine de G',
(b) (G',0') est un réseau sans circuit absorbant si et seulement si (G,£) est un réseau sans
circuit absorbant,
(c) s’il existe un potentiel de (G',¢') alors il en existe un pour (G, ) aussi.

Solution (a) Par construction, pour chaque sommet v # s de G’, il existe, un (s, v)-chemin
constitué de I'arc sv, s est donc une racine de G'.

(b) Par construction, d,(s) = 0, et donc s n’appartient a aucun circuit. Par conséquent, les
circuits de G’ sont les mémes que ceux de G et ils ont les mémes longueurs. Alors, (b) est bien
vérifié.

(c) Soit 7’ un potentiel de (G',¢'). Alors, par la définition d’un potentiel, on a

7'(v) — 7' (u) < ' (uv) pour tout uv € A’. (2.29)

On pose 7(v) := 7’(v) pour tout v € V-C V'. Pour chaque arc uv € A C A’, on a ¢'(uv) = £(uv)

donc (2:29) implique ([2.27)) :
7(v) — w(u) = 7' (v) — 7' (u) < O (uv) = £(uv).
On en conclut que 7 est un potentiel de (G, ¢). O]

Exercice 207 (Théoréme de Gallai, caractérisation des graphes sans circuit absor-
bant) Montrer qu’un réseau (G,l) est sans circuit absorbant si et seulement si il existe un
potentiel de (G, 7).

Solution Montrons tout d’abord que la condition est suffisante. Soient donc 7 un potentiel de
G et C un circuit quelconque de G. Puisque C' est un (s, s)-chemin pour n’importe quel sommet
s de C, par I’Exercice 208], on a 0 = 7(s) — w(s) < £(C). Donc (G, ¢) ne contient pas de circuit
absorbant.

Maintenant nous montrons que la condition est nécessaire. Supposons donc que (G,¥) est
sans circuit absorbant. On distingue deux cas :

Cas 1. GG posséde une racine s. Par la Remarque [02] la fonction de distance depuis s dans (G, ¢)
est un potentiel de (G, ?).

Cas 2. G ne posséde pas de racine. En utilisant la construction décrite dans I’Exercice 206] on
obtient, par I'Exercice 206((a), un réseau (G',¢') qui posséde une racine. Par 'Exercice 206|(b),
ce réseau est sans circuit absorbant. Par le Cas 1, (G',¢) posséde un potentiel, et alors par
I’Exercice 206l(c), (G, ) aussi posséde un potentiel. 0
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Exercice 208 (Théoréme de Duffin) Soient (G, ) un réseau sans circuit absorbant et s un
sommet de G. Montrer que pour chaque sommet p de G atteignable depuis s, on a

min{l(P) : P (s,p)-chemin de G} = max{n(p) — w(s) : m potentiel de (G,£)}.

Solution Pour tout (s,p)-chemin P et pour tout potentiel 7 de (G, ¢), par I'Exercice 205] on a
(P) > 7(p) — m(s), donc min{¢(P) : P (s,p)-chemin} > max{n(p) — 7(s) : m potentiel}. Pour
obtenir ’égalité il est suffisant d’exhiber un (s, p)-chemin P* et un potentiel 7* de (G, ¢) tels que
(P*) = 7*(p) — 7°(s).

Soient P* un (s, p)-chemin de ¢-longueur minimum et 7* la fonction définie par 7*(-) =
d(G7g)(S, -). Par la Remarque 02 7* est un potentiel. Puisque (G, ¢) est sans circuit absorbant,
d(c,e)(s,s) = 0. Par définition, /(P*) = d(g)(s,p) — 0 = 7*(p) — 7*(s) et la démonstration est
terminée. O

Remarque 93 Par I’Exercice [208, si P est un (s,p)-chemin et w est un potentiel de (G, /) tels
que L(P) = m(p) — m(s), alors P est un (s,p)-chemin de £-longueur minimum.

Remarque 94 Par définition du potentiel, en rajoutant une constante a un potentiel w d’un
réseau (G,¢) on obtient & nouveau un potentiel de (G, ). Ainsi dans le théoréme min-mazx de
UEzercice 208, on peut fizer la valeur du potentiel & un sommet donné quelconque.

Exercice 209 Etant donnés un réseau (G, L) sans circuit absorbant et un potentiel w de (G, 1),
montrer qu’on peut définir une fonction longueur ' > 0 sur les arcs de G telle que les plus courts
chemins dans (G,£) et dans (G, ') sont les mémes.

Solution On associe & tout uv € A(G) une nouvelle longueur :
O (uwv) = l(uv) + 7(u) — 7(v). (2.30)

Puisque 7 est un potentiel, d’aprés (227, on a ¢'(uv) > 0. Soient s et p deux sommets de G.
Pour tout chemin P = vjvy... v ot v1 = s et vy = p de G, par (2.30), on a

k—1

Py = > l(vvin)

(U(vivigr) + m(vi) — T(vit1))

[l
MT I

ETIEN
= =

k—1

= Z E(viviﬂ) + Z(W(Uz) - 7T(’UZ'+1))
i=1 i=1

= U(P)+n(s) — n(p).

D’ou, la ¢-longueur de P est égale a la ¢-longueur de P plus une valeur qui ne dépend que des
extrémités de P. Ainsi P est un (s, p)-chemin de ¢/-longueur minimum si et seulement si P est
un (s, p)-chemin de ¢-longueur minimum. II est donc suffisant de résoudre le probléme des plus
courts chemins dans (G, ¢') ou la fonction de longueur ¢’ est non-négative. ]
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2.11.2 Arborescence de plus courts chemins

Une s-arborescence de plus courts chemins de (G, /) est une s-arborescence F' de G telle
que V(F) = {v € V(G) : d(g,)(s,v) # oo} et le chemin unique de s a v dans I est de (-longueur
égale & d(g ¢)(s,v) pour tout v € V(F).

Remarque 95 On verra dans I’Exercice (213 qu’un réseau (G, ¥) sans circuit absorbant contient
une s-arborescence de plus courts chemins pour tout sommet s de G.

Pour un potentiel 7 d’un réseau (G, ¢), un arc uv est dit m-serré si £(uv) = 7(v) — 7(u).

Exercice 210 Dans un réseau (G, ), soient m un potentiel et wv un arc w-serré. Montrer que
uv est un plus court (u,v)-chemin.

Solution Soit P un plus court (u,v)-chemin de G. Puisque uv est m-serré, par I’Exercice 205]
on a l(uv) = w(v) — w(u) < ¢(P). L’arc uv étant lui-méme un (u,v)-chemin, on en conclut que
l(uv) = £(P), et la propriété voulue est bien démontrée. O

Exercice 211 Dans un réseau (G, {), soient m un potentiel et P un (s,p)-chemin tel que chaque
arc de P est w-serré. Montrer que P est un (s,p)-chemin de £-longueur minimum.

Solution On pose P = vjvy... v, ol v; = s et v = p. Puisque chaque arc de P est w-serré on
a l(vjviy1) = m(vit1) — (v;) pour tout 1 < i < k — 1. Alors, puisque les termes de la somme des
différences de potentiel s’annulent deux-a-deux a l’exception de 7(s) et 7(p), on a

k—1 k—1
U(P) = Zf(vz‘vz‘ﬂ) = Z(W(WH) —m(v)) = w(vg) — w(v1) = 7(p) — w(s),
i=1 i=1
donc, par la Remarque @3] P est un (s, p)-chemin de ¢-longueur minimum. O

Exercice 212 Dans un réseau (G, ) sans circuit absorbant, soient s une racine et p un sommet
quelconque de G, P un plus court (s,p)-chemin et 7 le potentiel égal a la fonction de distance
depuis s (voir Remarque[92). Montrer que chaque arc de P est m-serré.

Solution On pose P = vjvy...v; ol v1 = s et v, = p. Considérons un arc v;v;11 de P. Par la
définition de 7 et I'Exercice 199, on a

T(vit1) = 7(vi) = d(,0) ($; vit1) — diG o) (s, vi) = €(P[s, via]) — €(P[s, vi]) = L(vivig),

et ainsi I'arc v;v;41 de P est m-serré. O

Exercice 213 Soient (G = (V, A),{) un réseau sans circuit absorbant et s une racine de G.
Montrer qu’il existe une s-arborescence de plus courts chemins de (G,¢) qui contient tous les
sommets de G.

Solution Pour tout v € V, soit 7(v) la ¢-longueur d'un plus court (s,v)-chemin P, dans
(G,?). Par les hypothéses et la Remarque 02 7 est un potentiel de (G,¢). On pose G’ :=
(V,Uper A(Py)). D’aprés 'Exercice 212], tous les arcs de P, sont 7m-serrés et ainsi tous les arcs de
G’ aussi. Puisque le chemin P, est dans G’ pour tout v € V, s est une racine de G’. Par I'Exercice
52l G’ posséde une s-arborescence couvrante, qui est aussi une s-arborescence couvrante de G.
Pour tout v € V, tous les arcs de l'unique (s, v)-chemin dans cette arborescence sont m-serrés
donc, d’aprés ’Exercice 2111 ce chemin est de ¢(-longueur minimum dans (G, ¢). O
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2.11.3 Application des potentiels

Etant donnés un réseau (G, ) et un sous-ensemble A’ d’arcs de G, on appelle opposé de
(G,¢) sur A, le réseau obtenu a partir de (G, £) en remplagant chaque arc uv de A’ par un arc
vu de longueur égale & —¢(uv) (créant ainsi éventuellement deux arcs paralléles), les arcs qui ne
sont pas dans A’ conservant leur longueur.

Exercice 214 Soit (G,¢) un réseau qui posséde un potentiel w et A" un ensemble d’arcs w-serrés
dans (G, 0). Montrer que 'opposé de (G, ) sur A" est sans circuit absorbant.

Solution On note (G',¢') Popposé de (G, ) sur A’. Soit a un arc de G'. Si a € A(G) \ A’ alors
sa longueur n’a pas changé et ([2:27)) est toujours vérifié pour l'arc a dans (G',¢'). Sinon, a = vu
a remplacé 'arc uv € A’ qui est w-serré dans (G, ¢), d’ou, par la définition de ¢/, on a

O (vu) = —b(uwv) = —(7(v) — 7(u)) = 7(u) — 7(v).

Dans ce cas aussi 'arc a satisfait (Z27]) par rapport a ¢/, 7 est donc un potentiel de (G',¢'). En
conséquence, par 'Exercice 207 (G’,¢') est sans circuit absorbant. O

Exercice 215 Soient (G,¢) un réseau sans circuit absorbant et C un circuit dans G de (-
longueur nulle. Montrer que 'opposé de (G, 0) sur A(C) est un réseau sans circuit absorbant.

Solution Puisque (G,¢) est un réseau sans circuit absorbant, par I'Exercice 207] il existe un
potentiel 7 de (G,£). On pose C' = v1vy...vE, Ol vy = vy et on montre que chaque arc de
C' est m-serré. En effet, puisque 7 est un potentiel, par ([227)), on a pour tout 1 < i < k — 1,
m(vig1) — m(vi) < l(viviy1), et C étant supposé de ¢-longueur nulle, on a ainsi,

k—1 k—1
0=1£(C)=>> Llvwit1) =D (x(vit1) — 7(v:)) = 0.
i=1 =1

On a donc égalité partout, et chaque arc v;v;11 de C est m-serré dans (G, ¢). Par I'Exercice 214
appliqué a A(C), on obtient que 'opposé de (G, /) sur A(C') est sans circuit absorbant. O

Exercice 216 Soient (G, {) un réseau sans circuit absorbant, s une racine de G, p un sommet
quelconque de G et P un (s,p)-chemin de £-longueur minimum dans G. Montrer que l’opposé de
(G, ) sur A(P) est un réseau sans circuit absorbant.

Solution Soit 7 le potentiel égal a la fonction de distance depuis s dans (G, ¢) (voir Remarque
[92). Par I’Exercice 212] tous les arcs de P sont 7-serrés dans G. En conséquence, par I'Exercice
214 appliqué & A(P), on obtient que 'opposé de (G, ) sur A(P) est sans circuit absorbant. [J

Exercice 217 Soient (G,{) un réseau sans circuit absorbant et s une racine de G. Montrer qu’il
existe une s-arborescence couvrante F de G telle que l'opposé de (G, L) sur A(F) est un réseau
sans circuit absorbant.

Solution Soit 7 le potentiel égal a la fonction de distance depuis s (voir Remarque @2]). Par
I’Exercice 213 il existe une s-arborescence couvrante F' telle que pour tout v € V, 'unique (s, v)-
chemin dans F' est un (s,v)-chemin de ¢-longueur minimum dans (G, ¢). Donc, par 'Exercice
212 chaque arc de F' est m-serré. En conséquence, par 'Exercice 214l appliqué & A(F’), on obtient
que l'opposé de (G, ¢) sur A(F') est sans circuit absorbant. 0
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2.11.4 Algorithmes

Remarque 96 Par la Remarque [83, un réseau (G,1) n’a pas de circuit absorbant. L’Exercice
montre que ’algorithme de Recherche en Largeur d’Abord (F1G. [233)) permet de trouver une
s-arborescence de plus courts chemins de (G, 1).

Exercice 218 Soient G = (V, A) un graphe orienté, s un sommet de G, S l’ensemble des som-
mets atteignables depuis s dans G. En exécutant 'algorithme de Recherche en Largeur d’Abord
(F1c. 233) sur G et s, on obtient une numérotation ui,...,ug des sommets de S et une
s-arborescence H = (S, F).

(a) Montrer que si 1 <z <y <|[S| alors dip (s, uz) < dig ) (s, uy)-

(b) En déduire que H est une s-arborescence de plus courts chemins du réseau (G, 1).

Solution (a) Supposons par l'absurde qu’il existe au moins un couple d’indices qui vérifie 1’hy-
pothése mais pas la conclusion de (a). Parmi ceux-ci on choisit (z,y) qui minimize d(g (s, uy)-
On a

X

IN

v, (2.31)
diea)(s,uy) < O (s, ta)- (2.32)

Puisque d(g1)(s,uz) = 0 si et seulement si u, = s(= wu1), et puisque 0 < d(g q)(s,uy), on
en déduit que u, # s et, par ([Z31), que u, # s. Par conséquent, u, a été numéroté lors de
I'exploration d’un sommet wu, et 'arc u,u, a été mis dans A, et ainsi dans F. On remarque que

dm) (s, us) = day(s,uz) + 1. (2.33)

Soit P un plus court chemin de s & u, dans (G, 1). Par définition de S, on a V(P) C S, et alors,
par u, # s, P posséde un arc u,u,. Par 'Exercice 199

deay(s,uw) = dign(s uy) — 1. (2.34)

Supposons que w < z. Alors I'exploration du sommet u, a lieu avant celle du sommet wu,.
Donc chaque voisin sortant de u,, a un numéro plus petit que celui de n’importe quel sommet
numéroté lors de l'exploration de u,, en particulier y < z. Or, par [231), < y, on aboutit a
une contradiction. On a donc z < w.

Alors, par (2.34) et le choix de y, z et w vérifient la conclusion de (a), on a donc

Ay (s,uz) < dign (s, vw)- (2.35)

En ajoutant les inégalités (2.32)), (Z33), (234) et (2.35), on aboutit & une inégalité stricte dont

les deux membres sont égaux, ce qui est une contradiction.

(b) Pour tout u, € S, puisque H est un sous-graphe de G, on a d(f7,1)(8, uz) > d(g,1)(8; uz), et
par (a), on a d 1) (85 uz) < d(G,ﬂ)(s, uy). Par conséquent, les distances depuis s vers un sommet
quelconque de S sont les mémes dans (G, 1) et dans (H,1). 0
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ALGORITHME DISTANCES DANS UNE ARBORESCENCE :
Entree : Un réseau (G = (V, A),{) tel que G est une s-arborescence.
Sorrie : Une fonction m: V' — R telle que 7(v) = d(g ¢ (s,v) pour tout sommet v de G.
Etape 0 : Initialisation.
Sy = {s}i:=1,7(s) :=0.
Etape 1 : Marquage et calcul de la distance.
Tant qu'’il existe un arc uv de G tel que u € S;,v ¢ S; faire :
Siy1:=5; U {v},
w(v) :=mw(u) + l(uv),

1:=1+ 1.
Etape 2 : Fin de lalgorithme.
STOP.

FIGURE 2.77 — Algorithme Distances dans une arborescence.

Exercice 219 (Justification de 1’algorithme Distances dans une arborescence (FIG.
ZTT)) Montrer que m(v) = d(q,e)(s,v) pour tout sommet v de G.

Solution Puisque G est une s-arborescence, s est une racine de G et ainsi, par 1'Exercice [[30]
tout sommet v de G appartient a S; pour un certain i compris entre 1 et |V| et m(v) est calculé.
Il suffit donc de montrer par récurrence sur i que 7(v) = d(g,)(s,v) pour tout v € S;. Pour
i=1,85 = {s} et m(s) = 0 = dig,)(s,5) car G est une arborescence et donc sans circuit.
Supposons maintenant que la propriété est vraie pour un certain indice ¢ compris entre 1 et
|V| — 1. Par I'hypothése de récurrence, on doit seulement montrer que 7(v) = d(g,¢(s,v) pour
le seul sommet v € S; 11\ S;. Par définition de 'algorithme, il existe un arc uv dans G tel que
u € S; et m(v) = w(u) + £(uv). En conséquence, par les Exercices et [53lc) et 'hypothése de
récurrence, on a

dig,p(s,v) = min{dge (s, w) +(wv) : wv € A}
dig,0) (s,u) + £(uv)

m(u) + (uv)

= m(v).

Remarque 97 Etant donné un réseau (G, 1) pour lequel on veut calculer les distances depuis un
sommet s, on peut trouver une s-arborescence de plus courts chemins de (G, 1) par la Remarque

et ensuite déterminer les distances depuis s dans cette arborescence par ’algorithme Distances
dans une arborescence (F1G. [2Z7T).

Algorithme de Bellman

Dans cette sous-section nous allons considérer un cas particulier de réseaux sans circuit
absorbant : les réseaux sans circuit.
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Etape 1 :
Etape 2 :

Etape 3 :

Etape 4 :

Etape 5 :

ALGORITHME DE BELLMAN :
Entrie : Un réseau (G = (V, A), £) sans circuit et une racine s de G.

Sorrie : Une fonction 7 : V' — R telle que 7(v) = d(g ) (s, v) pour tout sommet v de G et une
s-arborescence H de plus courts chemins du réseau (G, /).

Etape 0 : Initialisation.

w(s): =0, F1:=0, Gy :=G, v1:=s, i:=1, n:=|V|.
Graphe courant.

Gi+1 = Gz — V.

Choizx du sommet.

Choisir dans G;41 un sommet v;;1 sans arc entrant.
Calcul de la distance.

77(”2‘—}—1) = min{ﬂ(vj) +£(Ujvi+1) 17 <1, VjVit+1 € A},
choisir un arc a; 1 qui réalise ce minimum.
Construction de I’arborescence.

Fiy1:=F; U {CLZ'Jrl}.

Test d’arrét.

1 =14 1.

Si i < n alors aller a I’Etape 1,

sinon H := (V, F,,), STOP.

FI1GURE 2.78 — Algorithme de Bellman.

Exercice 220 Ezxécuter l'algorithme de Bellman (F1GR2T8) sur le réseau sans circuit et de
racine s de la F1G[2.79]

FIGURE 2.79 — Un réseau (G, ¢) sans circuit et une racine s de G.

Solution Le déroulement de l'algorithme de Bellman sur le réseau (G, /) de la F1G[2 79 est
représenté sur la F1G[2.80 Sur chaque copie de G on a représenté les sommets v pour lesquels
m(v) a été calculé ainsi que la valeur de 7(v), les arcs déja placés dans I'arborescence et pour le
dernier sommet choisi la maniére dont son 7 a été calculé.



166

CHAPITRE 2. GRAPHES ORIENTES

m(v2) =min{0+1} =1

OZ OZ
(1 U1 U1
@ © ©
®?)3
m(vg) = min{l + 1,043} =2
m(vg) = min{l +2} =3
DY2 U@ DY2 ) D2 Ui
D
V1 » V1 » 1 Vg
©@ ©@ ©
®1)3 ®1)3 :U5® ®U3 :U5®

m(v) = min{3 + 3,2 + 4,
1-2,3+1}=-1

m(v7) =min{3+3,-1+9,3+4} =6

FIGURE 2.80 — Déroulement de I'algorithme de Bellman sur le réseau de la Fic. 2.79
O

Exercice 221 (Justification de I’algorithme de Bellman (FiG. [Z7]]))
Montrer que
(a) pour chaque i entre 1 et n — 1, il existe dans Gij+1 un sommet v;11 sans arc entrant,
(b) sivjvip1 € A alors j <1,
(¢) pour chaque i entre 1 et n — 1, il existe dans G un arc entrant de vi41,
(d) Ualgorithme se termine,
(e) pour chaque i entre 1 et n, w(v;) = d(g,) (s, vi),
(f) H est une s-arborescence de plus courts chemins du réseau (G, {).

Solution On notera V; I'ensemble {vy, ..., v;}.

(a) Supposons par l’absurde que dans G;1 tout sommet v a au moins un arc entrant. Alors,
d’aprés I'Exercice [I33[(b), G;41, et donc G aussi, posséde un circuit, ce qui contredit ’hypothése
que G est sans circuit.

(b) Par le choix de v;y1 a I'Etape 2, dans Giy1 = G —V;, le sommet v;1 n’a pas d’arc
entrant. Par conséquent, s’il existe dans G' un arc v;v; 41 alors v; € V; et ainsi j < i.
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(c) Puisque s = vy est une racine de G et v; 41 est un sommet de G, il existe un chemin P
de s & v;41 dans G. Comme 1 < ¢+ 1, P contient au moins un arc et le dernier de ceux-ci est
un arc entrant de v;11.

(d) L’algorithme va répéter n — 1 fois la boucle constituée des Etapes de 1 a 5. Par (a) et
respectivement (b) et (c), le choix d’un sommet a I'Etape 2, respectivement d’un arc a 'Etape 3,
est bien réalisable. Chaque opération de I'algorithme prend un temps fini et il y en a un nombre
fini, donc 'algorithme se termine.

(e) On va montrer (e) par récurrence sur i. Pour i = 1, on a 7(v1) = m(s) = 0 qui est bien
la ¢-longueur minimum d’un (s, s)-chemin dans (G, ¢). Supposons maintenant que (e) est vérifié
jusqu’a i entre 1 et n — 1. Considérons le sommet v;, 1. Par 'Exercice 204]

dic,o) (5, viv1) = min{d(g ¢ (s,v;) + £(vjvi1) : vjvier € A}

Par (b), si vjvi41 € A alors j < i. Donc pour vjvi41 € A, en vertu de 'hypothése de récurrence,
m(v;) = d(a,e (s, ;). En conséquence,

d(G,g)(s,le) = min{7(v;) + €(vjviy1) : § < 1, 050541 € A}

qui est égal & la valeur de 7(v;11) calculée & I'Etape 3. Donc (e) est bien vérifié pour 4 + 1.

(f) On va montrer par récurrence sur i entre 1 et n que H; := (V;, F;) est une s-arborescence
telle que, pour tout v € V;,

d(Hi7g)(S,U) =m(v). (2.36)
Pouri = 1,ona Vi = {v1} = {s} et F1 = (), donc H; est bien une s-arborescence et d(z, ¢)(s,s) =
0 = m(s). Supposons que la propriété voulue est vérifiée pour un i entre 1 et n— 1. Par définition,
Fiy1 = F;U{aj41} ol @41 = vgviq1 pour un k < i tel que

W(Uk) + E(vkviﬂ) = 77(”2‘—}—1)- (2.37)

D’aprés 'Exercice [[43], H;11 est une s-arborescence. Par construction, a; 1 est le seul arc entrant
de v;+1 dans H;11. Ceci implique, par (2.26) de 'Exercice 204, que

dt,11,0(8,vit1) = ey, 0) (8, vk) + E(VEVi41). (2.38)

Puisque H; est une sous-s-arborescence de H;i; et en vertu de I’hypothése de récurrence, on
obtient que tout v € Vi1 \ {v;i+1} vérifie

d(H,0.0)(8:0) = de, 0 (s, 0) = 7(v). (2.39)

Finalement, par (2.37)), (2.38) et (2.39) appliquée & v on obtient que d(g,, , ¢ (8, viy1) = 7T(vit1).
Ainsi la propriété voulue est bien vérifiée pour 7 + 1.

Alors, par H = H,, et (e), on a d(g¢)(s,v) = m(v) = d(g,¢)(s,v) pour tout v € V, on obtient
que H est bien une s-arborescence de plus courts chemins du réseau (G, ). O

Remarque 98 Nous remarquons que dans un réseau sans circuit (G, ) on peut aussi résoudre
le probleme des plus longs chemins en appliquant l’algorithme de Bellman (F1G2T8) au réseau
(G,—L). De maniére équivalente, en remplagant min par max a UEtape 3 de Ualgorithme de
Bellman (F1GI2T8), on obtient un algorithme pour résoudre le probléme des plus longs chemins
dans un réseau sans circuit.
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Algorithme de Dijkstra
Dans cette sous-section nous allons considérer un autre cas particulier de réseaux sans circuit

absorbant : les réseaux dont les arcs ont tous une longueur positive ou nulle.

Exercice 222 Soit (G = (V, A),{) un réseau dont toutes les longueurs sont positives ou nulles,
s un sommet de G et S un sous-ensemble de sommets de G atteignables depuis s et qui contient
s. A chaque sommet u € V '\ S on associe

ns(u) = min{d(g,¢)(s,s") + £(s'u) : s'u € 67(9)}. (2.40)

Montrer que :
(a) pour tout sommet w € N1(S), il existe dans G un (s, w)-chemin de £-longueur ns(w),
(b) pour tout sommet uw € V '\ S tel que ng(u) = min{ns(z) :x € V\ S}, on a

ns(u) = dig,p (s, u). (2.41)

Solution (a) Soit w € N*(S). Par définition ns(w) = d(g ¢ (s,s") + £(s'w) pour un arc s'w €
6+(S). 1l existe donc dans G un chemin P de s & s de £-longueur d¢ ¢)(s,s’), en rajoutant I'arc
s'w a P on obtient un chemin de s & w de ¢-longueur ng(w).

(b) Puisque les longueurs sont positives ou nulles, (G, ¢) est sans circuit absorbant. Par la
Remarque 00, d( ¢ (s, w) # oo pour tout sommet w de G atteignable depuis s et alors, par
définition de S et de ng, et puisque les longueurs des arcs sont, par définition, finies, on a

ns(w) # oo pour tout w € N+(S). (2.42)

Soient m = min{ng(z) : x € V'\ S} et v un sommet de V' \ S tel que ng(u) = m.

Si m = oo, alors, par [2.42), NT(S) = 0, ainsi §1(S) = () et donc, par 'Exercice [[30, puisque
s € S, on sait que u n’est pas atteignable depuis s et par conséquent, par définition de la distance,
on a dg,¢)(s,u) = 00 =m = ng(u) et (2.41]) est bien démontrée dans ce cas.

Supposons maintenant que m # oo. Par (2.40), on a alors u € NT(S) et donc, par (a), u est
atteignable depuis s, et ainsi, par I'Exercice [[98(b), il existe un (s, u)-chemin P de ¢-longueur
minimum. Puisque s € S et u ¢ S, il existe, par la Remarque 54 un arc s’y de P tel que s’ € S
et y ¢ S. On a alors, par I'Exercice appliqué au sous-chemin Ps, s'],

U(P) = d(,0)(s,8") + £(s"y) + £(Ply, u]).

Par (Z40) et définition de m, on a dig ) (s, ") + £(s'y) > ns(y) > m, et, puisque les longueurs
sont positives, on a aussi £(P[y,u]) > 0 d’ott 'on peut conclure que

L(P) > m.
Par définition de u, par (a) et la définition de P, on en déduit alors que
m=ng(u) > d(G7g)(S,U) ={(P)>m,

on a donc égalité partout et (2.47]) est bien démontrée. ]
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ALGORITHME DE DIJKSTRA :
Entrek : Un réseau (G = (V, A),{) tel que £ > 0 et un sommet s de G.
Sortie : L’ensemble S des sommets atteignables depuis s dans G, une fonction 7 : V. — R
telle que 7(v) = d(q,¢)(s,v) pour tout sommet v de G, une s-arborescence H = (S, F') de plus
courts chemins du réseau (G,f) et une numérotation v1,...,vg des sommets de S telle que
v1 = s et dig e (s,v1) < dge(s;v2) < ... < dige(s,v)5)-
Etape 0 : Initialisation.
mo(s) := 0, ap(s) := 0, et pour tout v € V'\ {s}, mp(v) := o0 et ag(v) := 0,
So:=0,Fy:=0, i:=0.
Etape 1 : Choiz du prochain sommet et construction de l’arborescence.
Choisir v dans V' \ S; tel que m;(0) = min{m;(v) : v € V'\ S;},
) Vi1 := 0, T(vig1) = m(Vig1), Sig1 = Si U{vig1}, Fig1 = F; U {ai(vi1)}-
Etape 2 : Mise a jour.
Pour tout u € V'\ Sjy1,
si vip1u € 67 (Siq1) et mi(u) > m(vir1) + £(vip1u) alors
7Ti+1(u) = 77(”2‘—}—1) + E(leu) et ai+1(u) = V41U,
sinon ;41 (u) == mi(u) et aj+1(u) := a;(u).
=1+ 1.
Etape 3 : Test de fin d’algorithme.
S'il existe u € V'\ S; tel que m;(u) # oo alors aller a I'Etape 1.
sinon S :=S;, 7(v) := oo pour tout v € V'\ S, F := F;, H := (S, F), STOP.

FI1GURE 2.81 — Algorithme de Dijkstra.

Exercice 223 Ezxécuter l'algorithme de Dijkstra (F1GI28T]) sur le réseau et le sommet s de la
Fic 282

FIGURE 2.82 — Un réseau (G, ¢) tel que ¢ > 0 et un sommet s de G.

Solution Le déroulement de l'algorithme de Dijkstra sur le réseau (G,/) de la F1G[2.82 est
représenté sur la F16 2283l Sur chaque copie de G, les sommets encerclés sont ceux qui sont dans
I’ensemble S; courant et leur valeur est celle de 7 ; pour les autres sommets la valeur indiquée
est celle de m;. Les arcs en gras sont ceux de F;. La copie de G en haut & gauche dans la
figure représente 'initialisation, et chacune des autres copies correspond & la situation aprés une
itération supplémentaire des Etapes 1 et 2. Sur la derniére copie de G on voit bien I’arborescence
de plus courts chemins et les valeurs des distances depuis s.



170 CHAPITRE 2. GRAPHES ORIENTES

00 00 2 00 2 3

S

0 o0 () 0 00
00 00 8 00 7 00
2 3 2 3 2 3

0 40 40 4
5 7 5 7 5 6
2 3

0 4
) 6

F1GURE 2.83 — Déroulement de I'algorithme de Dijkstra sur le réseau de la F1c[2.82

U
Exercice 224 (Justification de I’algorithme de Dijkstra (Fic. [281]))
Montrer que
(a) Ualgorithme se termine,
(b) vi =s, et pour tout 1 < i < |S|, on a S; = {v1,...,v;},
(c) pour tout 0 <1i <|S| et pour tout u € V' \ (S; U{s}),
mi(u) = min{n(s') + £(s'u) : s'u € §7(S;)}, (2.43)

(d) pour tout v € S, w(v) = dg,)(s,v) < o0,

(e) pour tout v € V\ S, m(v) = d(g ¢ (s,v) = o0,

(f) S est égal a l'ensemble des sommets atteignables depuis s dans G et la numérotation des
sommets de S vérifie :

dG,0(8,v1) < dge(s,v2) < ... <digp(s,vs),

(9) H est une s-arborescence de plus courts chemins du réseau (G,f) et a;—1(v;) est larc
entrant de v; dans H pour tout sommet v; € S\ {s}.

Solution (a) A chaque itération de la boucle constituée des Etapes 1,2, 3, ’algorithme choisit un
nouveau sommet. Par conséquent, l’algorithme va répéter cette boucle au plus |V fois. Puisque
chaque étape de 'algorithme prend un temps fini et que le nombre d’étapes exécutées est fini
(< 3|V| + 1), l'algorithme se termine.

(b) Par I'initialisation, toutes les valeurs de 7y sont co a 'exception de celle de s qui vaut 0.
A la premiére itération de I'Etape 1 I’algorithme choisit donc le sommet s et pose S; = {v1} =
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{s}. Par construction, S; est obtenu en rajoutant v; & S;_1, d’ou S; = {v1,...,v;} pour tout
1<i<]|S].

(c) On va raisonner par récurrence sur i. Pour ¢ = 0, par linitialisation, Sy = ) et ainsi
57 (Sp) = 0, et alors pour tout u € V'\ {s}, on a min{m(s’) 4+ £(s'u) : s'u € §7(Sp)} = 0o = mp(u)
donc (2:43)) est bien vérifiée.

Supposons maintenant que (c) est bien vérifié pour un i compris entre 0 et |S| — 1. Par (b), s
appartient a S;11 et donc V' \ Siy1 =V \ (Siy1 U{s}) CV\ (S;U{s}). Pour tout u € V'\ Si41,
8’il n’y a pas un arc viyu de G tel que m;(u) > w(vig1) + £(vip1u), alors, par la mise a jour a
I'Etape 2, par ’hypothése de récurrence et ’hypothése sur u, on a

Tit1(u) = mi(u)
= min{n(s') + £(s'u) : s'u € 5T(S;)}
= min{n(s') + £(s'u) : s'u € 61 (Si41)}.

Par ailleurs, pour tout u € V'\ S;11 tel que vit1u € §7(Si41) et mi(u) > 7(vit1) + L(vip1u),
par la mise & jour a I’'Etape 2, par 'hypothése sur u et ’hypothése de récurrence, on a

mir1(u) = 7(vit1) + L(vigru)
= min{m(vit1) + L(vis1u), mi(u)}
= min{m(viy1) + £(vip1u), min{r(s") + £(s'u) : s'u € 67(S;)}}
= min{n(s') + £(s'u) : s'u € 61 (S;41)}.

Ainsi (c) est bien démontré pour i + 1 et donc, par récurrence, pour tout 0 < ¢ < |S].

(d) Par (b), S = {v1,...,v)}. On va montrer que 7(vg) = d(g,)(s,vx) < 00 par récurrence
sur k compris entre 1 et |S|. Pour k = 1, par (b), v1 = s et, par 'initialisation, m(v) = mo(v1) =
0 = d(,e)(s,v1) car, puisque £ > 0, il n’y a pas dans (G, ¢) de (s, v1)-chemin plus court que celui
sans arc. Ainsi (d) est bien démontré pour k£ = 1.

Soit maintenant k compris entre 1 et |S| — 1 et supposons que la propriété est vraie jusqu’a
k, c’est-a-dire que m(vj) = d(g,)(s,v;) < oo pour tout 1 < j < k. Alors, par (b), dans (G, /)
tout sommet s’ de Sy est atteignable depuis s et w(s’) est égal a la ¢-longueur d’un plus court
(s,8')-chemin. En utilisant (c¢) et ce qui précéde, pour tout u € V'\ Sk, on a

m(u) = min{n(s") +£(s'u) : s'u € 5T ()}
= min{dg,)(s,s) +L(s'u) : s'u € 57 (S)}.

Ainsi la fonction 7, coincide avec la fonction ng, de I'Exercice Par 'Exercice 222(b), on
a alors que le sommet ¥ = vg ;1 choisi & la (k + 1)-éme itération de 'Etape 1 vérifie 7m(vgy1) =
Tk(Vkt1) = dg,0) (S, vk41). De plus, par le k-éme test de fin d’algorithme, & la (k + 1)-éme
itération de I'Etape 1, m(vgr1) = 7x(0) < co. Ainsi (d) est bien démontré pour k& + 1 et donc,
par récurrence, pour tout 1 < k < |S].

(e) Soit v € V'\ S. Par le test de fin d’algorithme, on a mg/(v) = co et donc mg(v) =
min{mg/(z) : z € V'\ S}. D’aprés (b), (c) et (d), on a
7i5/(v) = min{d(g ) (s,s") + £(s'v) : s'v € 67(5)}

et tout s’ € S est atteignable depuis s dans G. Ainsi |5 coincide avec g de I'Exercice 2221 Par
la définition de 7 & I'Etape 3 et par I'Exercice 222(b), on en conclut que m(v) = oo = mg|(v) =
dia,o(s,v).
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(f) Par (b), (d) et (e), S = {v1,...,v)5/} et c’est exactement 'ensemble des sommets attei-
gnables depuis s dans G. Par (d) et la définition de m, il suffit de montrer que pour chaque
1 < ) < ‘S‘ — 1, on a m_l(vi) < Wi(vi-i-l)- Par le choix de Vi, Wi_l(vi) < Wi—l(”i—f—l)- Si
i (Vig1) = mi—1(viy1), alors I'inégalité voulue est bien vérifiée. Sinon, par la mise a jour et la défi-
nition de 7 a I'Etape 1, m;(vi1) = mi_1(v;) +£(viviq1), par £ > 0, w1 (v;) < w1 (vs) +£(vivig1),
et alors 'inégalité voulue est & nouveau vérifiée.

(g) On va montrer par récurrence sur k compris entre 1 et |S| que le graphe Hy, := (Sk, Fi)
est une s-arborescence telle que, pour tout v € Si, on a

d(r,,,0)(8,0) = dg,e) (8, 0). (2.44)

Ceci est trivialement vérifié pour k& = 1. En effet, par construction, H; = ({s},0) est une
s-arborescence. De plus, par (b), (d) et Iinitialisation, on a d(g, ¢)(s,8) = 0 = d(g,¢) (5, 5).

On suppose maintenant que Hj est une s-arborescence telle que, pour tout v € Si, on a
(244). Par définition, Hy,1 est obtenu a partir de Hy en rajoutant le sommet vgq et Parc
ai(Vk4+1) = vjUk41 pour un certain j compris entre 1 et k, tels que, par la définition de 7 a
I'Etape 1 et la mise & jour, on a

T(Vk+1) = Th(Vkt1) = T (Vk41) = 7(v;) + L(vjVk41)- (2.45)
Puisque Hj, est une s-arborescence, par 'Exercice [[43] Hy,1 en est une aussi. De plus,
d(HkH,z)(S,U) = d(a,,0)(8,v) pour tout v € Sy
et alors, par ([2.44) et (b), pour tout v € Sgy1 \ {vgt1}, on a
d(Hk+1,g)(S, v) = d(G’g)(S, v). (2.46)

Il reste donc a considérer le sommet vy, 1. Par 'Exercice 199
Aty 41,0(5,05) + L(VjVR41) = D,y 0)(S, Vk41)- (2.47)

Par (d) appliqué a vg41, (Z40), (d) appliqué a v;, (2:48) appliqué a v; (puisque v; € Sk11\{vi+1})
et (247), on obtient

d(G,Z)(& Vgr1) = 7(vgs1)
= m(vj) + £(vjve41)
= dG(s,v5) + €(vjvk41)
= dt1,0(805) + £(v50k41)

= d(Hk+1,€)(37 Vk41)-

On a donc montré que Hy 1 a la propriété voulue.

Ainsi H = H|g| est bien une s-arborescence de plus courts chemins du réseau (G[S],¥) et
ainsi, par (f), H est une s-arborescence de plus courts chemins du réseau (G, ¢). O

Exercice 225 Donner un réseau sans circuit absorbant avec une racine s pour lequel l’algorithme
de Digkstra (F1G. 2281]) ne trouve pas les chemins de longueur minimum issus de s.
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Solution Par I’Exercice B24] ’algorithme de Dijkstra calcule les plus courts chemins pour tous
réseaux dont les longueurs sont positives. Le réseau recherché doit donc contenir au moins un arc
de longueur négative. Soit par exemple (G, ¢) le réseau de la F1G. 2.84l On vérifie facilement que
(G, 0) est sans circuit, donc sans circuit absorbant. Pour le sommet b, 1’algorithme de Dijkstra
appliqué a ce réseau trouve le chemin sb de f-longueur 1 alors que le chemin sab est de /-longueur
0 donc plus court.

FIGURE 2.84 — Le réseau (G, ) utilisé dans la solution de 'Exercice

Algorithme de Bellman-Ford

Exercice 226 Soient (G = (V, A),{) un réseau ayant n sommets et s une racine de G. Pour
tout entier i compris entre 0 et n et pour tout v € V, on note p;(v) la £-longueur minimum d’un
(s,v)-chemin ayant au plus i arcs dans (G, ). Montrer que, pour toutv € V et tout 0 < i <n—1,
on a

i(v),

(a) pit1(v) < p
(b) pit1(v) < pi(u) + L(uv) pour tout uv € A,

(¢) pit1(v) = min{p;(v), min{p;(u) + £(uv) : uwv € A}},

(d) sipit1 = p; alors piyg = p; pour tout k > 1,

(e) si (G, ) est sans circuit absorbant alors pn, = pn—1 = d(g ) (s, "),
(f) sipn = pn_1 alors (G, L) est sans circuit absorbant.

Solution Soit v un sommet quelconque de G. On note P;(v) 'ensemble des (s, v)-chemins ayant
au plus ¢ arcs dans G. Par définition,

pi(v) = min{l(P) : P € P;(v)}. (2.48)

(a) Puisque P;(v) C Piy1(v), par (Z48), on en déduit que p;11(v) < p;(v).
(b) Soit uwv € A. Si P;(u) = 0, alors p;(u) = oo et I'inégalité est bien vérifiée. Sinon, soit
P € P;(u) tel que p;(u) = £(P). Alors P + uv € P;y1(v) donc

pi+1(v) <L(P 4+ uwv) = £(P) + L(uv) = p;(u) + L(uv).
(c) D'apres (a) et (b), on a
pi+1(v) < min{p;(v), min{p;(u) + £(w) : uv € A}}. (2.49)
Tl reste 4 montrer qu'on a aussi Iinégalité inverse :
pit+1(v) > min{p;(v), min{p;(u) + £(uv) : wv € A}}. (2.50)

On distingue trois cas.
- Si Pig1(v) =0, alors piy1(v) = oo et ainsi ([Z.50) est vérifié.
- Sinon soit P € P;11(v) tel que 4(P) = pit1(v).
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- Si P € P;(v) alors pj+1(v) = £(P) > p;(v) et donc (Z.50]) est vérifié.

- Sinon P contient exactement i + 1 (> 1) arcs. Soit wv le dernier arc de P et soit P’ :=
P[s,w]. Alors P’ est un (s, w)-chemin ayant ¢ (> 0) arcs, donc P’ € P;(w). D’aprés la
deéfinition de p;(w), on a

pir1(v) = L(P) = L(P') + L(wv) > p;i(w) + £(wv) > min{p;(u) + L(uv) : uv € A}

et ([Z50) est & nouveau vérifié.

(d) On va montrer (d) par récurrence sur k. Pour k = 1, la propriété est vérifiee par ’hy-
pothése sur p;. Supposons maintenant que p;ir = p;. Par (c) appliqué a i + k, 'hypothése de
récurrence, (c) appliqué a i et 'hypothése sur 4, on a pour tout v € V,

Piski1 () = min{piss(0), min{pisp(u) + 6uo) v € A}
= min{p;(v), min{p;(u) + £(uv) : uv € A}}
= pit1(v)
= pi(v).

La propriété est donc vérifiée pour k + 1 et ainsi pour tout k > 1.

(e) Puisque s est une racine, il existe un (s, v)-chemin dans G. De plus, par hypothése, (G, ¢)
est sans circuit absorbant. Donc, par I’Exercice [[98] il existe un (s,v)-chemin élémentaire P de
{-longueur égale a d(Gj)(s, v). Par la Remarque[52] P contient au plus n—1 arcs, c’est-a-dire que
P € Pyp_1(v) d’ot, par (a), pp-1(v) < €(P) = dig,e)(5,v) < pa(v) < pp1(v); on a donc égalité
partout et ainsi (e) est démontré.

(f) Supposons par l'absurde que (G,¢) contient un circuit absorbant C. Soit u un sommet
quelconque de C. Par la Remarque 8 C est un (u, u)-chemin. Puisque s est une racine de G, il
existe, par 'Exercice [[29] un (s, u)-chemin élémentaire, donc ayant au plus n — 1 arcs. Soit donc
P un (s, u)-chemin tel que

U(P) = pp—1(u).

Alors P’ := P+ C est un (s, u)-chemin. Puisque C est un circuit absorbant, £(C') < 0, et ainsi
UP)y=L(P)+L(C) < U(P).

Par conséquent et par définition de p,_1, |A(P")| = n + k pour un certain k£ > 0. Ainsi, par ce
qui précéde,
Prtk(u) <L(P') < po-1(w).

Or, par hypothése, p,, = p,—1 et alors par (d), on a p,r(u) = pp—1(u), ce qui contredit I'inégalité
ci-dessus. ]
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ALGORITHME DE BELLMAN-FORD :
Entrek : Un réseau (G = (V, A),{) et une racine s de G.
Sorrie : Une fonction m: V' — R telle que 7(v) = d(g ¢ (s,v) pour tout sommet v de G,
ou bien "G contient un circuit absorbant”.
Etape 0 : Initialisation.
mo(s) := 0, mp(v) := oo pour tout v € V'\ {s}, i := 0.
Etape 1 : Mise a jour.
Pour tout uv € A,
si m;i(v) > mi(u) + £(uv) alors mip1(v) == m;i(u) + £(uwv),
sinon 7;11(v) = m;(v).
Etape 2 : Test de fin d’algorithme.
Simig #meti+1<|V|alorsi:=i+1 et aller a 'Etape 1,
si w41 = m; alors ;= m; et STOP,
si i+ 1 = |V]| alors afficher "G contient un circuit absorbant” et STOP.

FI1GURE 2.85 — Algorithme de Bellman-Ford.

Exercice 227 Ezxécuter l'algorithme de Bellman-Ford (F1GI2.80]) sur le réseau et le sommet s
de la F1G [2.861

FIGURE 2.86 — Un réseau (G, ¢) et un sommet s de G.

Solution Les valeurs de 7;(v) calculées lors du déroulement de l'algorithme de Bellman-Ford
sur le réseau (G, /) de la F1G[2.86] sont représentées dans le tableau de la F1G [2.87 ou les lignes
correspondent aux sommets de G et les colonnes & l'indice 7 qui est compris entre 1 et 4 car le

graphe a quatre sommets. Puisque m4 = w3, 'algorithme s’arréte et les deux derniéres colonnes
fournissent les distances depuis s dans (G, {).

0|1 |2|3] 4
s| 0]0|O0]O0]O0
aloo | 0]0]-1]-1
bloo| 0 [|-2]-2]-2
cloo|-2]-2|-2]|-2

FI1GURE 2.87 — Déroulement de l'algorithme de Bellman-Ford sur le réseau de la F1G[2.86l
O

Exercice 228 (Justification de I’algorithme de Bellman-Ford (FiG. [2.87]))
Montrer que
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(a) au cours de l’exécution de ’algorithme la fonction 7; calculée satisfait : m;(v) est égal a la
L-longueur minimum d’un (s,v)-chemin ayant au plus i arcs dans (G, £) pour tout v € V,

(b) Ualgorithme se termine avec une fonction 7 qui est égale a la distance depuis s dans (G, )
ou bien (G,{) contient un circuit absorbant.

Solution (a) On va montrer par récurrence sur i que m; est égal a la fonction p; définie a
I"Exercice Pour ¢ = 0, s est le seul sommet atteignable depuis s par un chemin n’ayant
aucun arc, ce qui correspond bien a la fonction 7y définie & l'initialisation.

Supposons maintenant que (a) est bien vérifié jusqu’a i > 0 et que algorithme a calculé
miy1. Par la mise a jour a 'Etape 1, 'hypothése de récurrence et (c) de 'Exercice 226] on a pour
tout v €V,

mir1(v) = min{m;(v), min{m;(u) + £(uv) : vv € A}}
= min{p;(v), min{p;(u) + £(uv) : wv € A}}
= pit1(v).

Alors (a) est bien vérifié pour i + 1 et ainsi (a) est démontré.

(b) On note n := |V|. Par le test de fin d’algorithme, les Etapes 1 et 2 sont exécutées au
plus n fois. Puisque chaque étape de ’algorithme utilise un nombre fini d’opérations élémentaires
(< n+ |A]) et que le nombre d’étapes exécutées est fini (< 2n + 1), l'algorithme se termine.

Si lalgorithme se termine parce que m;+1 = m; et i@ < n — 1 alors, par (a), p;4+1 = p;. Par
(d) de I'Exercice 226, on a p; = pp—1 = pp. On conclut, par (f) et (e) de I'Exercice 226l que
(G = (V,A),£) est un réseau sans circuit absorbant et que p; = pp—1 = d(g,¢) (s, ).

Si Palgorithme se termine parce que i + 1 = n et m; 1 # m; alors, par (a), p, = 7T, # Tp_1 =
Pn—1 €t ainsi, par (e) de I'Exercice 226] (G, ¢) contient un circuit absorbant. O]

Algorithme de Floyd-Warshall

Exercice 229 Soit (G, () un réseau sans circuit absorbant dont les sommets sont notés {vi,va, ...
Pour tout 0 < k < n et pour tout couple (i,7),1 < i,7 < mn, on note wi(i,7) la L-longueur mi-
nimum d’un (v;,vj)-chemin dans (G,{), dont les sommets intérieurs sont d’indice au plus k.
Montrer que pour toutes les valeurs possibles de i,j et k,

(a) wk(za]) < wk—l(iaj)'

(b) wk(i,j) < wkfl(i, k) + wk,l(k:,j).

(c) wi(i,7) = min{wg_1(%,7), wr—1(%, k) + wr_1(k, j)}.

(d) wn(i,j) = diq,e)(vi, v5).

Solution On note Wj(i,j) l'ensemble des (v;,v;)-chemins dont les sommets intérieurs sont
d’indice au plus k, c’est-a-dire I'ensemble des (v;,v;)-chemins dans le sous-graphe de G induit
par I’ensemble de sommets Vi (4, 5) := {v1,...,v5} U {v;,v;}. Par définition,

w(i,7) = min{l(P) : P € Wy(i,5)}. (2.51)

(a) Puisque Wy_1(i, ) € Wi(i, ), par @3I), on en déduit que wy(i, j) < wy—1(i, )-

(b) Si We_1(i,k) = 0 ou Wy_1(k,j) = 0 alors wx_1(i, k) = oo ou wi_1(k,j) = oo et
I'inégalité voulue est bien vérifiée. Sinon soit P € Wy_1(i, k) et Q € Wi_1(k, j) tels que {(P) =
wi—1(i, k) et £(Q) = wi_1(k, 7). Alors P+ Q € Wi(i,j) donc

wi(i,J) < UP + Q) = U(P) + {(Q) = wr—1(i, k) + wr—1(K, 7).

s Unt
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(c) D’apres (a) et (b), on a

wi (4, j) < min{wg_1 (i, 1), wp—1 (4, k) + wx—1(k, ) }- (2.52)
Il reste & montrer qu’on a aussi I'inégalité inverse :
wi (4, j) > min{wg_1 (i, 7), wx—1 (4, k) + wx—1(k, ) }. (2.53)

On distingue trois cas.
- Si Wh(4,7) = 0, alors wg(7,j) = oo et ainsi ([Z53) est vérifié.
- Sinon, par I’Exercice [98(b), il existe dans G[Vj (i, )] un (v;,vj)-chemin élémentaire P €
Wi(i,7) tel que £(P) = wy(i, 7).
- Si P e€Wy_1(i,7) alors wi_1(i,7) < (P) = wg(i,J) et donc (253) est vérifié.
- Sinon v, € V(P). Soient P = Plv;,v] et Py = Plug,v;]. Puisque P € Wy(i,j) et est
élémentaire, Py € Wy_1(i, k) et Po» € Wy_1(k,j) et donc

w(1,7) = U(P) = ((P1 + ) = {(P1) + {(P2) 2 w—1(i, k) + w—1(k, j).
et (2.53) est & nouveau vérifié.
(d) Puisque G[V,,(7, )] = G, par définition, wy, (i, j) = d(q,e)(vi, ). 0

ALGORITHME DE FLOYD-WARSHALL :
Entrék : Un réseau (G, ) sans circuit absorbant dont les sommets sont notés {vy,ve,...,v,}.
Sorrie : Une fonction w: V — R telle que w(i, j) = d(q,¢)(vi, v;) pour tout couple (v;,v;)
de sommets de G.
Etape 0 : Initialisation.
pour tout 1 < i < n, wy(i,i) := 0,
pour tout couple (3, j) tel que 1 <i,j < mneti# j,
si viv; € A alors wy(4, ) := (vivj),
sinon wy(4, j) := oo,
k:=1.
Etape 1 : Mise a jour.
Tant que k < n faire :
pour tout couple (i,7) tel que 1 <1i,5 <mn et i+ j,
wk(iaj) = min{wk,l(i,j), wkfl(h k) + wkfl(kvj)}v
k:=k+1.
Etape 2 : Fin d’algorithme.
w = wy et STOP.

FI1GURE 2.88 — Algorithme de Floyd-Warshall.

Exercice 230 Ezécuter lalgorithme de Floyd-Warshall (F1G[2.88) sur le réseau sans circuit
absorbant de la F1G[2.89l

U1 2 V2
1 1
U3 2 V4

FIGURE 2.89 — Un réseau (G, ¢) et un sommet s de G.
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Solution Les valeurs de wg(7,7) (0 < k < 4) calculées lors du déroulement de 'algorithme de
Floyd-Warshall sur le réseau (G, ¢) sans circuit absorbant de la F1G[2.89 sont représentées dans
le (k + 1)-éme tableau de la F1c[2.90] ou les quatre lignes et les quatre colonnes correspondent
aux quatre sommets de G.

0| 2 1)1 0 2 1] 1 0 2 01 0 2 01 0 2 01
oo | 0|-2 | o | 0]|-2 |0 oo | 0|-2 | o | 0|=-210 -1 0|-210
00 |00 0 2 o0 |00 0 2 00 |00 0 2 o0 |00 0 2 1] 3 0] 2
—1| 1|00 | O —-1]1 00 -1 1|-1|0 -1 1|-11]0 -1 1|-11]0

FIGURE 2.90 — Déroulement de I'algorithme de Floyd-Warshall sur le réseau de la F1c[2.89

Exercice 231 (Justification de l’algorithme de Floyd-Warshall (F1G. [2.8])))

que wi(1,7) est égal a la L-longueur minimum d’un (v;,v;)-chemin dans (G,£), dont les
sommets intérieurs sont d’indice au plus k.
(b) En déduire que l’algorithme se termine avec une fonction w égale a la fonction de distance

dia,0)-

(a) Montrer que, pour tout k entre 0 et n, tout couple (i,7) tel que 1 < i,57 < n, on a

Solution (a) On va montrer par récurrence sur k que la fonction wy est égale a la fonction wy,
définie a I’Exercice Pour k£ = 0, par U'initialisation, w (i, j) est égal a la ¢-longueur minimum
d'un (v;, vj)-chemin dans (G, ) n’ayant aucun sommet intérieur qui, par définition, est égale a
wO(ZaJ)

Supposons maintenant que (a) est bien vérifié pour k — 1 (1 < k < n). Par la mise a jour a
I'Etape 1, I'hypothése de récurrence et (c) de I’'Exercice 229} on a pour tout v € V,

Wk(iaj) = min{wk—l(iaj)’wk—l(i’ k) + wk—l(k’j)}
= min{wg_1(4,7), wr—1(i, k) + wip_1(k,j)}

Alors (a) est bien vérifié pour k et ainsi (a) est démontré.

(b) Par la définition de w & I'Etape 2, (a), et (d) de I'Exercice 229, on a w = w,, = w, = d(G,gm
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Algorithme de Ford-Fulkerson-Dantzig

179

ALGORITHME DE FORD-FULKERSON-DANTZIG :
Entrie : Un réseau (G = (V, A),£) et une racine s de G.

distance depuis s dans (G, ), ou bien un circuit absorbant C' de (G, ¥¢).
Etape 1 : Initialisation.

sommet s pour obtenir une s-arborescence couvrante Fj de G, i := 1.
Etape 3 : Modification de ’arborescence.

Appliquer I'algorithme Distances dans une arborescence (Fia. Z77) au

réseau (F;, £) pour obtenir 7;(v) = d(g, ¢)(s,v) pour tout v € V.

S'il existe un arc u;v; de G pour lequel m;(v;) — m;(u;) > €(u;v;) alors

pour
obtenir le (s, u;)-chemin unique P; de Fj,

sinon aller & 1'Etape 4,
sinon aller 4 I’Etape 5.
Etape 4 : Circuit absorbant.
C := P;[vj, u;] + uv; et STOP.
Etape 5 : Arborescence de plus courts chemins.
F :=F;, m:= m; et STOP.

Sortie : Une s-arborescence couvrante F' de plus courts chemins ainsi que « la fonction de

Appliquer l'algorithme de Marquage Orienté (F1G. [2224]) au graphe orienté G et au

appliquer l'algorithme Chemin dans une Arborescence (FiG. 231]) a F; et u;

siv; & V(B) alors Fyi 1 := F; — Fi(v;) +uv;, i := 4 + 1, aller & PEtape 3,

FI1GURE 2.91 — Algorithme de Ford-Fulkerson-Dantzig.

Exercice 232 Appliquer 'algorithme de Ford-Fulkerson-Dantzig (F1G. [2.91]) dans le réseau de
la F1G. 292, en considérant que l’initialisation a fourni ’arborescence indiquée sur la figure,

pour trouver une s-arborescence de plus courts chemins ou bien un circuit absorbant.

FIGURE 2.92 — Un réseau (G, ¢), un sommet s et une s-arborescence de G.

Solution Un déroulement de l'algorithme de Ford-Fulkerson-Dantzig sur le réseau (G, ¢) de la
F1c 292 est représenté F1G [2.93. Sur chaque copie de G, les arcs en gras sont ceux de I'arbores-
cence courante F;, les valeurs a coté de chaque sommet sont celles du m; courant ; les sommets
encerclés sont les extrémités de I’arc u;v; courant détecté a 'Etape 3 et sa ¢-longueur est indiquée
a coté. Sur la derniére copie de G on peut facilement vérifier que la fonction 74 est un potentiel
du réseau (G, ¢) et Ialgorithme s’arréte avec cette arborescence F' de plus courts chemins depuis
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0 0 9
0 1
1 2 0 2 0 2 -1 2
0
S S
0 0

FIGURE 2.93 — Déroulement de l'algorithme de Ford-Fulkerson-Dantzig sur le réseau de la
F1c 2292

On note que l'arc de 2 a 1, qui appartient & 'arborescence initiale, en sort a la premiére
itération et y revient a la derniére itération. 0

Remarque 99 L’Ezemple de I’Ezercice montre que lors d’une exécution de l’algorithme de
Ford-Fulkerson-Dantzig il est possible qu’un arc sorte de l’arborescence et qu’il y entre plus tard.

Exercice 233 Appliquer ’algorithme de Ford-Fulkerson-Dantzig (F1G. 2291]) dans le réseau de
la F1G. 2.94] en considérant que linitialisation a fourni l’arborescence indiquée sur la figure,
pour trouver une s-arborescence de plus courts chemins ou bien un circuit absorbant. On étudiera
les deux cas :

(1)d= 1,

(2) d=-3.

FIGURE 2.94 — Un réseau (G, ¢), un sommet s et une s-arborescence de G.

Solution (1) Un déroulement de I'algorithme de Ford-Fulkerson-Dantzig sur le réseau (G, ) de
la F1G6[2204] dans le cas ot d = 1 est représenté dans la partie (1) de la F1G[Z95 Sur chaque
copie de G, les arcs en gras sont ceux de I’arborescence courante F;, les valeurs & c6té de chaque
sommet sont celles du m; courant ; les sommets encerclés sont les extrémités de ’arc u;v; courant
détecté a I'Etape 3 et sa f-longueur est indiquée a coté. Sur la derniére copie de G' on peut
facilement vérifier que la fonction mg est un potentiel du réseau (G, /) et 'algorithme s’arréte
avec cette arborescence F' de plus courts chemins depuis s.

(2) On peut supposer que les 6 premiéres exécutions de I'Etape 3 lors d'un déroulement de
lalgorithme de Ford-Fulkerson-Dantzig sur le réseau (G, ¢) de la F1G[2.94] dans le cas ou d = —3
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sont identiques & celles du cas d = 1 et sont donc représentées dans la partie (1) de la F1c [2.95
Lors de la 7éme exécution de 'Etape 3, I'algorithme détecte I’arc de 1 & 2 qui conduit au circuit
absorbant C' de ¢-longueur —1 représenté dans la partie (2) de la F1G [2.97]

(1)

5‘ 9
0 > 13
3
2
: »
3‘ 8
\ J §
0 < 11
3
1 9

FIGURE 2.95 — Déroulements de l'algorithme de Ford-Fulkerson-Dantzig sur le réseau de la
F1G [2.94] selon les valeurs de d indiquées dans 1'Exercice 2331

Exercice 234 Appliquer au réseau de la F1G. 2.96] I’algorithme de

(1) Dijkstra (F1c. 2.81]) lorsque la £-longueur d de larc de 4 a 1 est égale a7,
(2) Ford-Fulkerson-Dantzig (F1G. [Z91]) lorsque d = —7 et en considérant que ['initialisation
a fourni l’arborescence trouvée lors de la résolution de la partie (1).
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FIGURE 2.96 — Un réseau (G, ¢) et un sommet s.

Solution (1) Similairement & la solution de I’'Exercice 223] le déroulement de l'algorithme de
Dijkstra sur le réseau de la F1¢[2.96] lorsque d = 7 est représenté F1G[2.97

FIGURE 2.97 — Déroulement de l'algorithme de Dijkstra sur le réseau de la F1G[2.96 lorsque
d="1.

(2) Le déroulement de lalgorithme de Ford-Fulkerson-Dantzig sur le réseau de la F1g[2.90
lorsque d = —7 et que ’arborescence trouvée a l'initialisation est celle obtenue lors de la résolution
de la partie (1) (voir en bas a droite F1G[2Z97) est représenté F1G[2.08 Lors de la premiére
exécution de I'Etape 3, I'algorithme détecte 1'arc de 4 & 1 qui conduit au circuit absorbant C' de
¢-longueur —1 représenté en pointillé F1G [2Z.98

FIGURE 2.98 — Déroulement de l'algorithme de Ford-Fulkerson-Dantzig sur le réseau de la
F1c 2.96] lorsque d = —7.
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Exercice 235 Appliquer au réseau de la FIG. lalgorithme de
(1) Digkstra (F1G. 281)) lorsque d = 4,
(2) Ford-Fulkerson-Dantzig (F1G. [Z91]) lorsque d = —4 et en considérant que l'initialisation
a fourni l’arborescence trouvée lors de la résolution de la partie (1).

FIGURE 2.99 — Un réseau (G, ¢) et un sommet s.

Solution (1) Similairement a la solution de I’Exercice 223] le déroulement de ’algorithme de
Dijkstra sur le réseau de la F1G[2.99 lorsque d = 4 est représenté Fic 2,100

o0 0 11 1 11 1

FIGURE 2.100 — Déroulement de l'algorithme de Dijkstra sur le réseau de la F1G[2.99 lorsque
d=4.

(2) Le déroulement de l'algorithme de Ford-Fulkerson-Dantzig sur le réseau de la F1G[2.99
lorsque d = —4 et que ’arborescence trouvée a l'initialisation est celle obtenue lors de la résolution
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de la partie (1) (voir en bas & droite F1G[2.100) est représenté F1G 2101l Sur la derniére copie de
G on peut facilement vérifier que la fonction 73 est un potentiel du réseau (G, ¢) et 'algorithme
s’arréte avec cette arborescence F' de plus courts chemins depuis s.

F1GURE 2.101 — Déroulement de l'algorithme de Ford-Fulkerson-Dantzig sur le réseau de la
F1c 2.99 lorsque d = —4.

0

Exercice 236 (Justification de 1’algorithme de Ford-Fulkerson-Dantzig)
Montrer que
(a) chaque F; calculé au cours de l'algorithme est une s-arborescence couvrante de G,
(b) si Ualgorithme se termine a I’Etape 4, alors C est un circuit absorbant,
(c) si Ualgorithme se termine a UEtape 5, alors F; est une s-arborescence couvrante de plus
courts chemins de (G, 1),
(d) pour tout w1 calculé au cours de lalgorithme, on a Y v Tip1(v) <D, oy mi(v),
(e) Ualgorithme se termine en temps fini.

Solution (a) On raisonne par récurrence sur 7. Si ¢ = 1 alors, par l'initialisation, F} est une
s-arborescence couvrante de G. Supposons que (a) est vrai pour i, c’est-a-dire que F; est une s-
arborescence couvrante de G. Si 'algorithme a calculé Fj 1, alors & la i-éme exécution de 'Etape
3,onav ¢ V(P) et Fiy1 = F; — F;(v;) + u;v;. Par PExercice [[54] appliqué a la s-arborescence
couvrante F' = F; de G, aux sommets u = u;,v = v; et a 'arc e = F;(v;) entrant en v;, on obtient
que F;;1 est une s-arborescence couvrante de G.

(b) Si l'algorithme se termine & I'Etape 4, alors v; € V(P;) et ainsi C' = Pj[v;, u;] + u;v; est
un circuit. Alors, par définition de C, de P;, de m; et hypothése sur I'arc u;v;, on a

UC) = LUPvi,ug)) + L(uivg)
= U(B[s,ui]) — L(P;[s,vi]) + L(uivs)
= mi(uy) — mi(v;) + 0(uv;)
< 0,

autrement dit, le circuit C' est absorbant.

(c) Si I'algorithme se termine & I'Etape 5, alors a 'Etape 3 tout arc uv de G vérifie 7;(v) —
mi(u) < L(uv), et ainsi 7; est un potentiel de (G, ¢). Par (a), on sait que F; est une s-arborescence
couvrante de G. Par 'Exercice [[53|(c), F; est sans circuit, donc (Fj;, £) est sans circuit absorbant.
Soit w un sommet quelconque de V. Par 'Exercice [[43] il existe un unique (s, w)-chemin P dans
F; qui est donc un plus court (s, w)-chemin dans (Fj, ). Par 'Exercice appliqué a (F;, ), y, P
et m; (potentiel de (G,¢) et donc de (Fj,¢)), tous les arcs de P sont m;-serrés. Ainsi, d’aprés
I’Exercice 211] appliqué a (G, ¥), m; (potentiel de (G,¥)) et P, on a que P est un (s,y)-chemin



2.11. PLUS COURTS CHEMINS 185

de ¢-longueur minimum dans (G, ¢). On en conclut que F; est une s-arborescence couvrante de
plus courts chemins de (G, ¢).

(d) Puisque, par hypothése, ;11 a été calculé par 1'algorithme, on sait, par (a), que F; et
F;+1 sont des s-arborescences couvrantes de G. Notons que, pour tout v € V, m;(v) (respec-
tivement m;11(v)) est égal a la ¢-longueur de 'unique (s,v)-chemin dans la s-arborescence F;
(respectivement Fjy1).

Par définition, Fj11 = F; — F;(v;) + uv; ou Parc w;v; vérifie

m(vi) — ﬂl(uz) > K(UZUZ) (2.54)

Soit V; I'ensemble des sommets de la sous-arborescence Fi[vi] de F; de racine v;. Par la définition

de Fiy1 (voir (Fic. 2102])), on a

Fl = FY (2.55)
Fp—-Vi = F-V. (2.56)

Pour démontrer la propriété il suffit de montrer que 7;41(v) < m;(v) pour tout v € V' et que
mit1(v;) < m;(v;). Nous distinguons trois cas selon l'appartenance de v a V' \ V;, {v;} ou V;.

F1GURE 2.102 — [lustration de la construction de Fjy1 a partir de F; dans l'algorithme de Ford-
Fulkerson-Dantzig (Fic. [2.97]).

(1) Si v € V\ V. Puisque, par (256]) et 'Exercice [44] F;11 — V; = F; — V; est une s-
arborescence, on a m;41(v) = m;(v).

(2) Si v = v;. Puisque u;v; est un arc de Fj;1, on a u; ¢ V(Fi[iil]), et ainsi u; € V' \ V;. Par
(1), mit1(u;) = m(u;). Puisque la concaténation de I'unique (s, u;)-chemin dans Fjy; et
de Parc u;v; est 'unique (s,v;)-chemin dans Fji1, on a, par (2Z.54]),

7Ti+1(vi) = 7T¢+1(ui) + E(UZUZ) = Wl(uz) + E(UZ’UZ) < Wi(vi)-

(3) Siwv € V. Soit @, 'unique (v;, v)-chemin dans Fl[ﬂ Par ([2355), Q, est 'unique (v;,v)-
chemin dans F’i[vi]. Puisque la concaténation de 1'unique (s, v;)-chemin dans Fjq (respec-
tivement F;) et de @, est 'unique (s,v)-chemin dans Fj;; (respectivement F;), et par
(2), on a

Ti1(v) = Tig1 (i) + UQu) < mi(vi) + Qo) = mi(v).

(e) D’apreés (d), F; # Fj si i # j. Comme le nombre de s-arborescences couvrantes de G est
fini, lalgorithme se termine en temps fini. 0
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Remarque 100 Nous remarquons que dans un réseau (G,f) on peut résoudre le probléme des
plus longs chemins ou trouver un circuit de £-longueur strictement positive en appliquant [’al-
gorithme de Ford-Fulkerson-Dantzig (F1G. [2291]) au réseau (G, —{). De maniére équivalente, on
peut résoudre ce probléme en appliquant & (G, ) une version modifiée de l’algorithme de Ford-
Fulkerson-Dantzig (F1G. Z91)) ou l'inégalité de I’Etape 3 est remplacée par m;(v;) — mi(u;) <

Une s-arborescence de plus longs chemins de (G, {) est une s-arborescence F' de G telle
que ses sommets sont les sommets atteignables depuis s dans G et le chemin unique de s & v
dans F' est de {-longueur égale a la ¢-longueur maximum d’'un (s, v)-chemin dans G pour tout
sommet v de F.

Remarque 101 Par I’Exercice [Z13 appliqué au réseau (G,—{), un réseau (G,L) sans circuit
de L-longueur strictement positive contient une s-arborescence de plus longs chemins pour tout
sommet s de G.

2.12 Applications des plus courts chemins

Exercice 237 Un agent de change regoit de la bourse les taux de change t;; pour chaque couple
de devises i et j : a un client qui lur donne une unité de devise i il doit rendre t;; unités de
devise j. Il s’inquicte de savoir s’il existe une suite circulaire d’échanges de devises qui pourrait
diminuer son capital si un client demande de la réaliser.

Pouvez-vous aider en modélisant ce probléeme comme un probléeme de recherche d’un circuit
absorbant dans un réseau ?

Solution On considére une suite circulaire i1,149,...,7; = i1 de devises. Un client, qui effectue
I’échange d’une unité de i; en t;,;, unités de iz, puis I’échange des unités de i2 obtenues en
tiyio - tigis UNIités de i3 et ainsi de suite, obtient H?;ll t unités de devise ;. Finalement, I'agent
> 1,

Liti+1
de change a recu une unité de devise i; et en a rendu H?;ll tijij,, unités. Donc si H;:ll bijijen
alors 'agent a diminué son capital.

On introduit un réseau (G,¢) défini de la maniére suivante : ’ensemble des sommets de G
est égal a I'ensemble des devises et pour chaque couple (7, ;) de devises, G contient un arc ij de
(-longueur égale & —log(t;;). Par cette définition, les suites circulaires de devises sont en bijection
avec les circuits de G.

Soit C' un circuit de G. La suite circulaire de devises correspondant a C' est défavorable a

I’agent de change si et seulement si 1 < HijeA(C) tij, ce qui est équivalent a 0 < log(HijeA(C) tij)

et donc a
0>—log( [[ ty)= D —loglty)= > Lij)=C).

ijeA(C) ijeA(C) ijeA(C)

L’agent de change doit alors vérifier si le réseau (G, £) contient ou non un circuit absorbant,
ce qu'il peut faire en utilisant 1’algorithme de Bellman-Ford (F1c [2.87]). O

Exercice 238 Une compagnie de navigation offre des transports réguliers par bateau entre les
différentes villes autour du lac Balaton en Hongrie (voir F1G[2103]). Pour chaque couple (x,y)
de wvilles, le trajet direct de x ay dure dg,, minutes et rapporte rz, Forints. Le rapport moyen d’un
trajet circulaire C' est défini comme la somme des rapports des trajets directs qui constituent C
divisée par la somme des durées de ces trajets directs. Le probléeme du directeur de la compagnie
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est de trouver, s’il existe, un trajet circulaire dont le rapport moyen est supérieur a une valeur
fixée R.

Pouvez-vous aider en modélisant ce probléeme comme un probléeme de recherche d’un circuit
absorbant dans un réseau ?

Badacsony
Keszthely

BALATON % -a.l

Szantoéd Siofok

FIGURE 2.103 — Les villes autour du lac Balaton et un exemple de trajet circulaire.

Solution On introduit un réseau (G, ¢) défini de la maniére suivante : I’ensemble des sommets
de G est égal a 'ensemble des villes autour du Lac Balaton et pour chaque couple (i, j) de villes,
G contient un arc ij de f-longueur égale a Rd;; — rj.

Décider s’il existe un trajet circulaire dont le rapport moyen est supérieur & une valeur fixée
R est équivalent & chercher un circuit C' de G tel que

Zz‘jeA(C) Tij
zz‘jeA(C) dij

autrement dit tel que

0> Z (Rdij — rij) = Z £(ij) = €(C),

ijEA(C) ijEA(C)

c’est-a-dire un circuit absorbant C' de (G, {).

Le directeur de la compagnie doit alors décider si le réseau (G, £) contient un circuit absorbant
et si oui en trouver un; ce qu’il peut faire en utilisant I'algorithme de Ford-Fulkerson-Dantzig

(F1c 2.97). O

Exercice 239 Etant donné un systéme d’inéquations dont l’ensemble des variables est {z1,...,2,}
et dont toutes les inéquations sont de la forme x; — x; < b;j ; le probléme est de trouver une so-
lution de ce systéeme ou bien de déterminer un ensemble d’inéquations contradictoires.
(a) Modéliser ce probléme comme un probléme de recherche d’un potentiel ou d’un circuit
absorbant dans un réseau.
(b) Traiter les exemples suivants :

Ezxemple 1 Ezxemple 2 :

3 —24< 6 r3—24 < 6
zy—21< 5 Tg—21< D
:cl—xgg 4 :cl—xgg 4
xg—ng 3 xg—ng 3
$2—$1§—7 $2—$1§—8

Solution (a) Pour modéliser ce probléme il faut remarquer que les inéquations de la forme consi-
dérée correspondent aux inéquations (2.28) dans le réseau (G, ¢) défini comme suit : ’ensemble
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des sommets est égal & {1,...,n} et a chaque inéquation z; — x; < b;; est associé un arc ij
de (-longueur b;;. Si (G,¢) posséde un potentiel 7 alors x; := 7(i) est une solution du systéme.
Sinon, par I’Exercice 207 il existe un circuit absorbant C' dont I’ensemble des arcs correspond a
un ensemble d’inéquations contradictoires. En effet, en additionnant ces inéquations on obtient
la contradiction suivante : 0 < £(C') < 0.

(b) On peut résoudre les Exemples 1 et 2 en construisant le réseau (G, £) de la fagon indiquée
dans la solution de (a), voir le réseau de gauche des FiG. 2104 et F1G. Notons que, dans
les deux cas, le sommet 1 est une racine de G, on peut donc appliquer l'algorithme de Ford-
Fulkerson-Dantzig (F1c[2Z91) a (G, ).

Pour ’Exemple 1, on obtient alors une l-arborescence de plus courts chemins ainsi que la
fonction de distance depuis 1 indiquées en rouge sur le réseau de droite de la Fig. 22104l Par
la Remarque [02] cette fonction de distance est un potentiel de (G, ) et ainsi, par la réponse
proposée en (a), une solution du systéme d’inéquations est 1 = 0,29 = —7,23 = —4 et x4 = 5.

FIGURE 2.104 — Solution de ’Exemple 1 de I'Exercice 239(b).

Pour I’Exemple 2, on obtient alors le circuit absorbant indiqué en rouge sur le réseau de
droite de la F1G. 2.105] qui correspond aux trois inéquations contradictoires suivantes :

FIGURE 2.105 — Solution de ’Exemple 2 de I'Exercice 239(b).

$1—$3§ 4
$2—$1§—8
1‘3—1‘2§ 3
0<-1 O

2.13 Ordonnancement

Dans cette partie nous allons nous intéresser & une application bien connue de la recherche
des chemins optimaux dans un réseau, fréquemment utilisée pour la planification de projets
complexes.
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2.13.1 Ordonnancement simple

Plus précisément, on considére un projet constitué d’un ensemble de n téches indivisibles
Ti,...,T,. Pour chacune des taches T;, on connait d; > 0, sa durée d’exécution en nombre de
jours de travail. De plus, pour un ensemble donné B de couples (j, k), on a les contraintes de
précédence suivantes : la tache 7T} doit étre terminée avant que T} puisse étre commencée. On
dira alors que T} est une tache requise pour Ty. Une réalisation du projet est un calendrier de
début d’exécution pour chacune des taches, début(+), qui respecte les contraintes de précédence,
c’est-a-dire

début(T}) > début(T};) + d; pour tout (j,k) € B. (2.57)

L’objectif est de trouver une réalisation du projet qui minimise la durée totale d’exécution. Le
probléme tel que nous ’avons décrit est appelé probléme d’ordonnancement simple.

Etant donné le projet d’un probléme d’ordonnancement simple & n taches, on ajoutera tou-
jours deux taches supplémentaires fictives de durée 0 :

e Tj, qui correspond & la tache "début du projet", permet d’exprimer la contrainte qu’au-
cune tache du projet initial ne peut commencer avant le début du projet. Pour cela il suffit
de rajouter les contraintes de précédence suivantes : pour chaque tache T; (1 < i < n)
sans tache requise, T}y est requise pour T;.

e T, 11, qui correspond a la tache "fin du projet", permet d’exprimer la contrainte que la
fin du projet ne se produit que si toutes les taches du projet initial ont été exécutées.
Pour cela il suffit de rajouter les contraintes de précédence suivantes : pour chaque tache
T; (1 <i < mn) qui n’est requise pour aucune tache, T; est requise pour T}, ;1.

Par convention, on supposera toujours que le projet commence a la date 0, et se termine dés
que toutes les taches du projet initial ont été exécutées, c’est-a-dire

début(Tp) = 0,
début(7},+1) := date de la fin du projet.

Il peut exister différentes réalisations du projet qui sont de durée minimum, c’est-a-dire que,
pour une tache T;, début(7;) peut éventuellement prendre plusieurs valeurs selon la réalisation.
On s’intéresse aux valeurs extrémes de début(7;). Pour cette raisons nous introduisons les notions
suivantes :

e La date au plus tot de T;, notée p(T5;), est la premiére date a laquelle on peut com-
mencer ’exécution de T; dans une réalisation du projet.

e La date au plus tard de T;, notée P(T;), est la derniére date a laquelle on peut
commencer la tache T; dans une réalisation du projet de durée totale minimum.

Remarque 102 Remarquons que la date au plus tét de la tdche T,41 correspond & la durée
totale minimum d’une réalisation du projet intial.

Pour modéliser le projet on introduit le réseau potentiel-taches (G, £) défini comme suit :
e les sommets de G sont Ty, 11, ..., T, That;
e pour tout couple (, j) de contrainte de précédence, on a un arc 7;7; dans G et £(T;1};) = d;.

Exercice 240 On considére un probléeme d’ordonnancement simple comportant 5 tdaches. Dans
la F1G. 2,106, on donne, pour chacune des tdches, sa durée et la liste des tdches requises. Donner
le Téseau potentiel-tdches associé.
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Taches T1 T2 T3 T4 T5
Durée 10 | 2 9 3 6
Téaches requises | — | — | 11,12, Ty | — | T1

F1GURE 2.106 — Description du projet de 'Exercice 240

Solution Le réseau potentiel-taches du projet de I'Exercice 240] est représenté F1G. 2107

FIGURE 2.107 — Réseau potentiel-taches du projet de I’Exercice 2401
O

Remarque 103 Par définition, une réalisation du projet est un calendrier de début d’exécution
pour chacune des taches, début(-), qui respecte [2.57)). Par construction du réseau (G, ) du projet,

R357) est équivalent a
début(Ty,) — début(T;) > L(TjTy,)  pour tout T;T), € A(G). (2.58)

Exercice 241 Soit (G, /) le réseau potentiel-taches d’un projet d’ordonnancement simple qui est
réalisable. Montrer que, pour toute réalisation du projet et tout (1}, Ty)-chemin P dans G, on a

début(Ty,) — début(T;) > L(P).

Solution Soit P un (7}, T))-chemin dans G. Par la Remarque [I03] tous les arcs de P satis-
font l'inégalité (2.58)). Similairement & la solution de I’Exercice 205] en faisant la somme de ces
inégalités, on obtient que début(7T}) — début(T;) > ¢(P). 0

Exercice 242 Soit (G,{) le réseau potentiel-tiches d’un projet d’ordonnancement simple & n
taches qui est réalisable. Montrer que dans G

(a) aucun arc n’entre en Ty et aucun arc ne sort de Ty41,

(b) les degrés entrant et sortant de T; sont strictement positifs pour tout 1 < i < mn,

(c) il n’y a pas de circuit,

(d) le degré sortant de Ty et le degré entrant de T,.1 sont strictement positifs,

(e) le sommet Ty est une racine,

(f) le sommet T, 11 est une anti-racine.

Solution (a) Puisqu’aucune tache n’est requise pour Ty et 7,11 n’est requise pour aucune tache,
par construction de G, on sait que d(Tp) =0 = dzg(TnH).

(b) Par définition de Ty, chaque tache T; (1 < i < n) a au moins une tiche requise et ainsi
par construction de G, T; a au moins un arc entrant dans G. De méme, par définition de T}, 1,
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chaque tache T; (1 < i < n) est requise pour au moins une tache et ainsi par construction de G,
T; a au moins un arc sortant dans G.

(c) Supposons par 'absurde qu’il existe un circuit C' dans G. Par (a), ni Ty ni T;,11 n’appar-
tiennent a C. Alors C est un circuit dans G—{Tj, T}, 41 }. Soit T;T; un arc quelconque de C. Comme
1 <4 < n, par hypotheése, d; > 0. Puisque C est un chemin de T; & T; dans G, par I'Exercice 24Tl et
¢ > 0, on obtient la contradiction suivante : 0 = début(7;) —début(7;) > ¢(P) > (T;T;) = d; > 0.

(d) Par (c), G et donc tous ses sous-graphes sont sans circuit et alors, par I’Exercice [I33]
G —{Ty, Ty+1} contient un sommet 7; sans arc entrant et un sommet T; sans arc sortant. Alors,
par définition de Tp,Ty,4+1 et G, les arcs ToT; et T;T,, 41 existent dans G et ainsi dzg(To) >0 et
da(TnJrl) > 0.

(e) Soit X C V(G) tel que Ty € X. Par (c), G et donc tous ses sous-graphes sont sans circuit
et alors, par 'Exercice [[33] G — X contient un sommet 7; sans arc entrant. Puisque, par (b)
ou (d) (selon que ¢ # n + 1 ou non), on a d(7;) > 0, il existe dans G un arc d’un sommet de
X aT; et ainsi dg(X ) > 0. En conséquence, par 'Exercice [[52] G posséde une Ty-arborescence
couvrante et ainsi, par définition d’une arborescence, Tj) est une racine de G.

(f) Soit 0 # X C V(G) tel que T,,11 ¢ X. Par (c), G et donc tous ses sous-graphes sont
sans circuit et alors, par I'Exercice [[33, G[X] contient un sommet 7T; sans arc sortant. Puisque,
par (b) ou (d) (selon que i # 0 ou non), on a di(T;) > 0, il existe dans G un arc de T; & un
sommet de V(G) \ X et ainsi d;(X) > 0. En conséquence, par la Remarque 62, G posséde une
T, +1-anti-arborescence couvrante et ainsi, par définition d’une anti-arborescence, T},+1 est une
anti-racine de G. m

Exercice 243 Soit (G,{) le réseau potentiel-tiches d’un projet d’ordonnancement simple & n
taches qui est réalisable. Montrer que, pour toute réalisation du projet qui commence a la date O
et qui se termine a la date D et pour tout sommet T; de G, on a
(a) début(T;) supérieur ou égal a la longueur mazimum d’un (Ty, T;)-chemin dans (G, {),
(b) début(T;) inférieur ou égal a D moins la longueur mazimum d’un (T;, Ty+1)-chemin dans

(G, 0).

Solution Soit T; un sommet de G.

(a) Par 'Exercice 242((e), il existe au moins un (7, 7;)-chemin dans G. Par I’'Exercice 242)(c),
G est sans circuit et ainsi tous les chemins dans G sont élémentaires. Par conséquent, I’ensemble
des (Tp,T;)-chemins dans G est non-vide et de cardinal fini. On en conclut que la longueur
maximum d’un (7p, 7;)-chemin dans (G, ¢) est bien définie. Soit P un (7j, T;)-chemin de longueur
maximum dans G. Puisque début(7y) = 0, on a, par 'Exercice 241]

début(T;) = début(7T;) — début(Ty) > 4(P).

(b) Similairement, par I’Exercice 242 c) et (f), la longueur maximum d’'un (7}, T}, +1)-chemin
dans (G, £) est bien définie. Soit P un (T, T),+1)-chemin de longueur maximum dans G. Puisque
début(T},+1) = D, on a, par 'Exercice 241]

début(T}) < début(Tps1) — €(P) = D — ((P).

Suite a ’Exercice [243] on note pour tout ¢ compris entre 0 et n + 1 :

e t(T;) la longueur maximum d’un chemin de Tp & 7; dans (G, {),
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e t/(T;) la longueur maximum d’un chemin de T; a T;, 41 dans (G, ¥¢).

Remarque 104 Puisqu’un plus long (T}, T))-chemin P dans (G,{) est un plus court (Tj,Ty)-
chemin dans (G, =), on a {(P) = —(=l(P)) = —d(q,—¢(T},T}). En particulier, pour tout i
compris entre 0 et n+ 1, on a

[ t(TZ) = —d(G7_g)(T0,T'Z‘) et

o t(T;) = —dia,—0)(Ti, Tnt1)

Exercice 244 FEtant donnés un probléeme d’ordonnancement simple a n tdiches et 0 < i <n+41,
montrer que
(a) on obtient une réalisation du projet en posant

début(T;) := t(T};) pour tout 0 < j <n—+1, (2.59)

(b) p(T;) = UT3),
(c) on obtient une réalisation du projet en posant

début(Ty) := t(Tn41) — t'(T}) pour tout 0 < j < n+ 1, (2.60)
(@) P(T)) = 1(Tos1) — ¢(T).

Solution (a) Considérons le calendrier défini par ([2Z59). On note que début(Tp) = t(Tp) = 0.
Par la Remarque [[04] I’Exercice 202, on a pour tout arc T;7T}, de G,

début(T}) — début(T;) = #(T}) — H(T})
= —dg,—0)(To, Tk) — (—=d(q,—e)(To, T}))
> UTTy),

c’est-a-dire que, (2.58)) est vérifiée et donc, par la Remarque [I03] ce calendrier est une réalisation
du projet.

(b) Considérons une réalisation du projet pour laquelle la tache T; commence au plus tot,
c’est-a-dire début(7;) = p(T;). Par 'Exercice 243, on a p(T;) = début(T;) > ¢(T;). Par (a), il
existe une réalisation du projet pour laquelle début(7;) = ¢(7;) et ainsi (b) est bien vérifié.

(c) Considérons le calendrier défini par (Z.60). Par la Remarque [[04] 1'Exercice 202] appliqué
au réseau (G',¢') opposé de (G, ) sur A(G) et au sommet T4 1, on a pour tout arc 7;7j de G,

début(Ty,) — début(T;) = t'(T;) — t'(T})

—d(a,—0)(Tj, Tnv1) — (=d(a,—e)(Tk, Tnt1))
—d(ar o) (Tot1, Tj) — (=diar 0 (Tnt1, Tk))
(T Ty),

= UT;Tk),

v

c’est-a-dire que, (Z58) est vérifiée et donc, par la Remarque [[03] le calendrier défini en (2.60)
est une réalisation du projet. De plus, par définition, ¢(T,1) et t/(Tp) sont égaux chacun a la
longueur maximum d'un (7, T5,+1)-chemin dans (G, ) ; ainsi début(7y) = t(Ty+1) — ¢'(To) = 0.
Ensuite, puisque t'(T,,1+1) = 0, on a début(Ty,4+1) = t(Tht1) — t'(Tht1) = t(Th41), cest-a-dire,
cette réalisation est de durée minimum.
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(d) Considérons une réalisation du projet de durée totale minimum (début(Zy+1) = p(Th+1))
pour laquelle la tache T; commence au plus tard, c’est-a-dire début(7;) = P(T;). Alors, par
I'Exercice et (b), on a

P(T;) = début(T;) < début(Th41) — t'(T3) = p(To1) — (1) = t(Tns1) — t'(T5).

Par (c), il existe une réalisation du projet pour laquelle début(7;) = ¢(T},+1) — ¢'(T;) et ainsi (d)
est bien vérifié. 0

Remarque 105 Par I’Ezercice [2{4)(a) et (b), pour tout probléme d’ordonnancement simple il
existe une réalisation du projet telle que chaque tdche commence a sa date au plus tot; cette
réalisation est donc de durée minimum. De méme, par [’Exercice[2{4|(c) et (d), pour tout probléeme
d’ordonnancement simple il existe une réalisation du projet de durée minimum telle que chaque
tache commence a sa date au plus tard.

Remarque 106 L ’ezercice peut étre démontré en utilisant le Théoréme de Duffin.

Remarque 107 Pour calculer la date au plus tot p(T;) de chacune des taches T; d’un probléeme
d’ordonnancement simple, il suffit, par I’Ezxercice les Remarques [Z49 et[98, d’appliquer lal-
gorithme de Bellman, avec min remplacé par mazx, au réseau potentiel-tiches et au sommet Tj.

Remarque 108 Pour calculer la date au plus tard P(T;) de chacune des taches T; d’un pro-
bleme d’ordonnancement simple & n tdches, il suffit, par I’Exercice les Remarques [242 et
[98, d’appliquer ’algorithme de Bellman avec min remplacé par mazx au réseau obtenu a partir
du réseau potentiel-tdches en inversant le sens des arcs tout en conservant leur longueur et au
sommet Ty, 11 pour obtenir t'(T;) et soustraire ce nombre de t(T41).

Etant donné le projet d’un probléme d’ordonnancement simple a n taches de réseau potentiel-
taches (G, ), on dit qu'une tache T; est critique si p(7;) = P(T;), c’est-a-dire que tout retard
pour le début de 'exécution de cette tache entraine une durée du projet supérieure a la durée
minimum. Un plus long (T, T},41)-chemin de (G, ¢) s’appelle chemin critique.

Exercice 245 Montrer que, dans un réseau potentiel-tdches, chaque tdche d’un chemin critique
est critique.

Solution Soient () un chemin critique et 7; un sommet de Q. Par I’Exercice appliqué a
(G, —0), Q[Tv,T;] est un plus long (Tp,T;)-chemin et Q[T;, T, 1] est un plus long (7;, Ty41)-
chemin dans (G, ¢). Ainsi, par I'Exercice 244]

p(T3) = t(T;) = UQ[To, T1]) = U(Q) — UQ[T}, Tn1]) = t(Ty41) — t'(T3) = P(T3).

La tache T; est donc critique. 0

Remarque 109 Par l’Ezercice [2]3, les taches Ty et T,,+1 sont toujours critiques, ce qui doit
bien évidemment étre le cas.

Exercice 246 Montrer que, dans un réseau potentiel-taches (G, (), un arc T;Tj appartient a un
chemin critique si et seulement si T; et T; sont critiques et p(T;) — p(T;) = L(TT5).
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Solution Montrons tout d’abord que la condition est nécessaire. Soient donc ) un chemin
critique de (G,?) et T;T; un arc de Q). Par I'Exercice 245 T; et Tj sont critiques. Par I'Exercice
9 appliqué a (G, —¢), Q[Ty,T;] est un plus long (Tp,T;)-chemin et Q[Tp,T;] est un plus long
(TO, ’j)-chemin dans (G, ¢). Ainsi, par I’'Exercice 244] on a

p(T;) — p(Ty) = 1(T;) — t(T3) = L(Q[To, T3]) — €(Q[To, Ti]) = ((TiT}),

I’égalité voulue est bien démontrée.

Montrons maintenant que la condition est suffisante. Soient donc T; et T} deux téaches critiques
telles que T;T; € A(G) et p(T;) — p(T;) = L(T3T}). Par 'Exercice 24d(a), p(T;) = t(T;), il existe
donc un (T, T;)-chemin Q; dans G tel que ¢(Q;) = t(T;) = p(T;). Puisque Tj est critique et par
I'Exercice 244i(b), on a p(T;) = P(Tj) = t(Tn41) — t'(T}), il existe donc un (T Tr41)-chemin Q;
dans G tel que £(Q;) = t'(T;) = t(Tp+1) — p(T}). Soit Q Qi+ T;T; + Q;. Par définition, @ est
un (Ty, Ty+1)-chemin dans G et par ce qui précéde, on a

UQ) = UQs) + UTIT)) + Q) = p(T3) + UTiT)) + t(Thv1) — p(T5) = t(Tn+1),
d’out on conclut que @ est un chemin critique qui contient l'arc T;T}. 0
Exercice 247 On consideére le probleme d’ordonnancement simple de I’Exercice [2{0

(a) Quelle est la durée minimum de réalisation du projet ?
(b) Donner la liste des taches critiques et des chemins critiques.

Solution (a) En utilisant la méthode décrite dans la Remarque [I07] et, par 'Exercice 244)(a),
on trouve que

p(Ty) = t(Tp) = O, p(Ts) = t(T5) = 10,
p(Th) = HT) = 0, p(T3) = t(T3) = 10,
p(Tz) = t(Iz) = 0, p(Ts) = t(Ts) = 16.
p(Ty) = t(Ty) = 0,

La ¢-longueur maximum d’un chemin de Ty & Tg est 16, donc, par la Remarque [[02] la durée
minimum de réalisation du projet est 16.

(b) En utilisant la méthode décrite dans la Remarque [[08 et, par I’Exercice 244(b), on trouve

que
t(Ts) = 0, P(Ts) = p(Te) —t'(Ts) = 16—-0 = 16,
t'(T3) = 5, P(T3) = p(Ts) —t'(T3) = 16-5 = 11,
t(Ts) = 6, P(T5) = p(Te) —t'(15) = 16—6 = 10,
t(Ty) = 8, P(Ty) = p(Te) —t'(Ty) = 16-8 = 8,
ML) = 7. P(D) = p(Ty)—t(Ty) = 16-7 = 9
t/(Tl) = 16, P(Tl) = p(T6) - tl(Tl) = 16—-16 = 0,
t,(T()) = 16, P(To) = p(T6) - t/(To) = 16—-16 = 0.
Les taches critiques sont celles pour lesquelles p(T;) = P(T;), donc les taches Ty, T1, T et Tg.
Il y a un seul chemin critique Ty, 11,75, T§. 0

Exercice 248 On considére un probléme d’ordonnancement simple comportant 9 tdaches. Dans
la F1G. 2108, on donne, pour chacune des tdches, sa durée et la liste des tdches requises.



2.13. ORDONNANCEMENT 195

Taches T1 T2 T3 T4 T5 T6 T7 Tg Tg
Durée 8 19 |10 8 6 715 6 7
Téaches requises | — | — | — | T1,15,15 | 15,13 | T3 | Ty | T4, 15,16 | Tg

F1GURE 2.108 — Description du projet de 'Exercice 248

(a) Donner le réseau potentiel-taches associé.

(b) Quelle est la durée minimum de réalisation du projet ¢

(c) Donner la liste des taches critiques et des chemins critiques.

(d) On a la possibilité de réduire la durée d’une et une seule tache. Est-il possible de réduire
ainsi la durée totale du projet ? Quelle tdache faudrait-il choisir et de combien la durée
totale peut-elle étre diminuée ?

Solution (a) Le réseau potentiel-taches du projet de I'Exercice 248 est représenté FiG. 221091

FIGURE 2.109 — Réseau potentiel-taches du projet de I’Exercice 248

(b) En utilisant la méthode décrite dans la Remarque [[07 et, par I'Exercice 244[(a), on trouve
que

p(Ty) = t(Ip) = 0O, p(Ts) = tTs) = 10,
p(Ty) = (1) = 0, p(Tr) = tT7) = 18,
p(Tz) = t(Ix) = 0, p(Ts) = tTz) = 18,
p(T3) = t(13) = 0, p(Ty) = tTy) = 17,
p(Ty) = t(Ty) = 10, p(To) = t(Tw) = 24,
p(T5) = t(I5) = 10,

La longueur maximum d’un chemin de Ty a Tig est 24, done, par la Remarque 102 la durée
minimum de réalisation du projet est 24.

(c) En utilisant la méthode décrite dans la Remarque [[08 et, par I’Exercice 244(b), on trouve
que
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t(T1g) = 0, P(Tio) = p(Tio) —t(Tyo) = 24—24 = 0,
t(Ty) = 7, P(Ty) = p(Tw)—t'(Ty) = 24—7 = 17,
t(Ts) = 6, P(Ty) = p(Two)-t(T5) = 24-6 = 18,
t(Ty) = 5, P(T7) = p(To)-t'(T7) = 24-5 = 19,
t,(TG) = 14, P(TG) == p(Tl(]) - t,(TG) = 24—-14 = 10,
t/(T5) = 12, P(T5) = p(Tlo) - t/(T5) = 24-12 = 12,
t'(Ty) = 14, P(Ty) = p(Ty) -t (Ty) = 24—-14 = 10,
t/(Tg) = 24, P(Tg) = p(Tlo) - t/(Tg) = 24-24 = O,
(L) = 23, P(Ty) = p(Tw)-t'(Tz) = 24-23 = 1,
t/(Tl) = 18, P(Tl) = p(Tlo) - t/(Tl) = 24—-18 = 6,
(T, = 24, P(Ty) = p(Ti)—t(Ty) = 24-24 = 0.

Les taches critiques sont celles pour lesquelles p(T;) = P(T;), donc les taches Ty, T3, Ty, Ts, T,
Ty et Tyg. Par 'Exercice 240] il y a deux chemins critiques Ty, T3, T4, T, T1o €t Ty, T3, T, To, T1o.
Notons que le chemin Ty, T3, T4, Ty, 119 n’est pas critique bien que tous ses sommets soient cri-
tiques. En effet, sa ¢-longueur est égale a 23 < 24 = ¢(T1y).

(d) Pour réduire la durée totale du projet il faut prendre une tache T; (0 < i < 10) qui
appartient a tous les chemins critiques. Par (c), il y a deux chemins critiques Ty, T3, Ty, Ts, Tho
et Ty, T3, T, Ty, T10. En dehors de leurs extrémités, ces chemins ont une seule tdche en commun,
& savoir T3. En diminuant la durée de la tache T3, on ne peut pas diminuer la durée totale du
projet de plus d’un jour, en raison du chemin Ty, 15, Ty, T, T19 de ¢-longueur égale a 23. O

2.13.2 Ordonnancement étendu

Le probléme d’ordonnancement simple est un cas particulier d’'un probléme plus général
qu’on appellera ordonnancement étendu. On dispose d’un ensemble de tiches indivisibles
Ti,...,T,. Pour chacune des taches T; (1 < i < n), on connait d; > 0, sa durée d’exécution en
nombre de jours. L’objectif est de réaliser toutes les taches du projet dans une durée minimum
en respectant des contraintes qui sont toutes du type : T} ne peut commencer qu’aprés le début
de T} plus une valeur entiére djg, c’est-a-dire

début(Ty) > début(T}) + djp. (2.61)

Remarquons que cette valeur dj;, n’est pas nécessairement positive et que les contraintes de
précédence sont de ce type avec dji = d;. Si djp > d; on dira que T} est une tache requise
étendue pour Tj. Pour donner un exemple, le fait que T5 doit commencer au plus tard 8 jours
apres le début de 77 peut étre formulé comme début(7,) < début(7}) + 8 qui correspond & une
contrainte de type (Z.61]) : début(7) > début(T3) — 8.

De méme que pour 'ordonnancement simple, on rajoute deux taches supplémentaires fictives
Ty et Ty, 4+1 de durées 0 et on ajoute & I’ensemble des contraintes les contraintes de précédence
suivantes : pour chaque tache T; (1 <1i <mn),
e si T; est sans tache requise étendue, Ty est requise pour T3,
e si T; n’est requise étendue pour aucune tache, T; est requise pour Tp,41.

Comme avant, on définit les dates au plus tot, les dates au plus tard et les taches critiques
d’un projet de probléme d’ordonnancement étendu, sachant que toute réalisation du projet doit
satisfaire toutes les contraintes et pas seulement les contraintes de précédence.

A un probléme d’ordonnancement étendu & n taches on peut aussi associer le réseau potentiel-
taches (G, £) défini ci-dessous. Le graphe orienté G a n + 2 sommets Ty, 11, ..., Ty, Tyy1. Pour
chaque couple (i, j) de contrainte, on a un arc T;T; dans G et £(T;T}) = dy;.
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Remarque 110 Contrairement au probleme d’ordonnancement simple, le réseau potentiel-tdches
(G, 0) du projet d’un probléme d’ordonnancement étendu réalisable peut contenir des circuits, a
condition que ceuz-ci ne soient pas de L-longueur strictement positive.

Remarque 111 Par la Remarque [I10, pour un probléeme d’ordonnancement étendu réalisable la
longueur mazimum d’un (T, Ty,)-chemin dans (G, {) est bien définie et donc l’énoncé de I’Exercice
reste valide puisqu’on peut utiliser la méme solution dans ce cas plus général.

Remarque 112 Pour calculer la date au plus tot p(T;) de chacune des taches T; d’un probléme
d’ordonnancement étendu ou démontrer que le projet est irréalisable, il suffit, par la Remarque
[I11, d’appliquer o (G, ) et Ty 'algorithme de Ford-Fulkerson-Dantzig modifié comme indiqué a
la Remarque [100.

Remarque 113 Pour calculer la date au plus tard P(T;) de chacune des taches T; d’un probléme
d’ordonnancement étendu a n tdches, il suffit, par la Remarque 11, d’appliquer l’algorithme de
Ford-Fulkerson-Dantzig modifié comme indiqué a la Remarque 00, au réseau obtenu a partir
du réseau potentiel-tdches en inversant le sens des arcs tout en conservant leur longueur et au
sommet Ty, 11 pour obtenir t'(T;) et soustraire ce nombre de t(T41).

Exercice 249 On considére un probléme d’ordonnancement étendu comportant 6 tdches dont
les durées en jours sont données dans la F1G. 2110

Téaches T1 T2 T3 T4 T5 T6
Durée 2116 /|1]|3]|3

FIGURE 2.110 — Durées des taches du projet de I’Exercice 249

L’exécution de ces tdches est soumise aux contraintes sutvantes :

o 15 doit commencer au plus t6t 4 jours et au plus tard 5 jours apres le début des travaux
et ne peut commencer que lorsque T est terminée.

e T35 ne peut commencer que st T} est terminée.

o T, ne peut commencer que lorsque Ts et Ts sont terminées.

e Tr mne peut commencer que lorsque T3 est terminée et que si To a débuté depuis au moins
3 jours.

o Ty doit commencer au plus tot 3 jours apres la fin de Ts.

(a) Donner le réseau potentiel-taches du projet.

(b) Calculer la date au plus tot et la date au plus tard de chacune des taches et donner la
liste des tdches critiques.

(c) Que devient le projet si l'on ajoute la contrainte suivante ?

e Ty doit commencer exactement 4 jours aprés la fin de Ts.

Solution (a) Le réseau potentiel-taches (G, ¢) du projet de I’'Exercice est représenté FIG.
21171 Nous explicitons ci-dessous les arcs de ce réseau qui ne correspondent pas a des contraintes
de précédence. Les contraintes de T par rapport au début des travaux donnent les deux arcs
suivants : ToTs de £-longueur 4 et ToTy de f-longueur -5. La contrainte entre T et T5 donne ’arc
T5T5 de f-longueur 3. La contrainte de Ty donne 'arc T37g de £-longueur 6 + 3 = 9.
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FIGURE 2.111 — Réseau potentiel-taches du projet de I’Exercice 249

(b) On utilise la méthode décrite dans la Remarque pour calculer les dates au plus t6t ou
montrer que le projet est irréalisable. On applique donc l'algorithme de Ford-Fulkerson-Dantzig
modifié comme indiqué & la Remarque au réseau de la F1c. 22111l et au sommet Tp. On peut
considérer que l'initialisation a fourni I’arborescence Fj indiquée sur la FIG. Les distances
m1(T;) de Ty & T; dans Fy pour chaque sommet T; de G sont indiquées sur la FiG. 21121 On
vérifie facilement que 71(7;) — m1(T;) > £(T;T;) pour tout arc T;T; de G. Par la Remarque [I04]
et I’Exercice 236(c), F} est une Tp-arborescence couvrante de plus longs chemins de (G, ).

FIGURE 2.112 — Ty-arborescence couvrante de plus longs chemins du réseau potentiel-taches du
projet de I’Exercice 249

Ainsi
p(To) = t(Tp) = 0, p(Ty) = t(Ty) = 11,
p(T1) = t(Th) = 0, p(T5) = t(I5) = 8,
p(Tz) = HI2) = 4, p(Ts) = t(Ts) = 11,
p(T3) = t(13) = 2, p(T7) = t(Tr) = 14

La durée minimum de réalisation du projet qui est égale & la longueur maximum d’un chemin
de Tp a T7 dans (G, ¥) est donc 14 jours.

On utilise la méthode décrite dans la Remarque [I13] pour calculer les dates au plus tard.
On applique donc 'algorithme de Ford-Fulkerson-Dantzig modifié comme indiqué a la Remarque
au réseau (G',¢') obtenu a partir du réseau de la F1G. 2ZI11] en inversant le sens des arcs
tout en conservant leur longueur et au sommet 7,41 pour obtenir ¢'(7;). On peut considérer
que l'initialisation a fourni l’arborescence FY indiquée sur la FIG. Les distances m(7;)
de T7 a T; dans F| pour chaque sommet T; de G’ sont indiquées sur la F1G. 2113l On vérifie
facilement que 71 (7};) — m1(T;) > ¢(T;T;) pour tout arc T;T; de G’. On en conclut que FY est
une Tr-arborescence de plus longs chemins de (G, ¢'). Ainsi on a calculé 71 (T;) = 7(T;) = t'(T3)
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pour i = 0,...,7. Pour obtenir la date au plus tard P(T;) il suffit de soustraire ce nombre de
t(T7) = 14.

Ainsi
P(Ty) = 14—-¢(Ty) = 14—-14 = 0, P(Ty) = 14-¢(Ty) = 14—-1 = 13,
P(Ty) = 14—¢(Ty) = 14-14 = 0, P(T5) = 14—t(Ty) = 14—4 = 10,
PTy) = 14—-¢(Tx) = 14-9 = 5, P(Ts) = 14-t(Ts) = 14-3 = 11,
P(Ty) = 14—t(Ty) = 14-12 = 2 P(T:) = 14—t(Ty) = 14-0 = 14.

Les taches critiques sont celles pour lesquelles p(7;) = P(T;), donc les taches Ty, T, T3, Ts et Tr.

(c) Puisque l'exécution de T prend 1 jour, la contrainte supplémentaire signifie que
début(Ty) = début(Ty) + (1 +4).
Ceci s’exprime par deux contraintes d’ordonnancement étendu :

début(Ty) > début(Ts) + 5,
début(Ty) > début(Ty) — 5.

Le réseau potentiel-taches du projet modifié (représenté FiG. [Z114]) est donc obtenu en
rajoutant au réseau potentiel-taches initial de la Fia. ZZTTT un arc 75Ty de ¢-longueur 5 et un
arc TyT5 de ¢-longueur -5.

FIGURE 2.114 — Réseau potentiel-taches du projet de I’'Exercice 249(c).

On utilise la méthode décrite dans la Remarque [[12] pour calculer les dates au plus tét ou
montrer que le projet est irréalisable. On applique donc l'algorithme de Ford-Fulkerson-Dantzig
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modifié comme indiqué & la Remarque au réseau de la Fi1G. 2.114] et au sommet Ty. On
peut considérer que l'initialisation a fourni I’arborescence F; indiquée sur la FiG. qui était
I’arborescence optimale pour le projet initial. D’abord, l'algorithme va détecter que 'arc T,T5
doit remplacer ’arc TyT5 de maniére & obtenir ’arborescence indiquée sur le réseau du milieu de
la F1G. 2 IT5 Puis I'algorithme va détecter que I'arc ToT5 doit remplacer ’arc T57T5 ce qui donne
I’ensemble des arcs rouges indiqués sur le réseau de droite de la Fic. 2118 Alors a ’Etape 4
de I'algorithme de Ford-Fulkerson-Dantzig modifié on obtient le circuit 151574715 de ¢-longueur
strictement positive. On en conclut que le projet modifié est irréalisable.

FIGURE 2.115 — Exécution de l'algorithme de Ford-Fulkerson-Dantzig modifié comme indiqué
a la Remarque sur le réseau de la Fi1G. [Z.114] et le sommet Tj, & partir de I’arborescence
indiquée en rouge sur le réseau de gauche. Les valeurs indiquées en rouge a coté des sommets
correspondent a la distance depuis Ty dans 'arborescence rouge.

O

2.14 Flots

Soient G = (V, A) un graphe orienté et (s,t¢) un couple de sommets de G tel que
aucun arc n’entre en s et aucun arc ne sort de ¢ dans G. (2.62)

Une fonction f: A — R est un (s, t)-flot dans G (ou (s, t)-flot s’il n’y a pas d’ambiguité)
si la contrainte suivante, appelée conservation du flot, est satisfaite :

Z fla) = Z f(a) pour tout v e V\ {s,t}. (2.63)
a€dt (v) a€d™ (v)

Pour un arc a de G, la valeur f(a) est appelée quantité de flot sur a. Un (s, t)-flot est dit
entier si la quantité de flot sur chaque arc est un nombre entier.
Etant donné un sous-ensemble B d’arcs de G, on rappelle la notation

f(B) =Y f(b)
beB

que nous utiliserons dans la suite. Ainsi (Z.63) se réécrit de la maniére suivante :
f(6T(w)) = f(6~(v)) pour tout v eV \ {s,t}, (2.64)

Remarque 114 La somme de deux (s,t)-flots dans G est un (s,t)-flot dans G. En effet, si fi

et fo sont deux (s,t)-flots et fs(a) := f1(a) + fa(a) pour chaque arc a, alors, par (2.64) appliqué
a f1 et a fo, on a pour tout sommet v différent de s et t,

f3(67(v) = f1(0F (v) + f2(67 (v)) = f1(67 (v) + f2(07 (v)) = f3(67 (v))
ainsi (2.64)) est satisfait par fs.
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Soit ¢ : A — R* une fonction non-négative sur les arcs de G, dite de capacité. Un (s, t)-flot
f dans G est dit c-réalisable (ou réalisable s’il n’y a pas d’ambiguité) si la contrainte suivante,
appelée réalisabilité, est satisfaite :

0 < f(a) < cla) pour tout a € A. (2.65)

Pour un exemple de (s,t)-flot c-réalisable f voir F1G[2.116]: & chaque arc a est associé un
couple (f(a),c(a)), ot f(a) est en rouge et c¢(a) est en bleu. Nous utiliserons cette convention
dans toutes les figures de ce chapitre. Puisque la quantité de flot de chaque arc de capacité 2
(respectivement 3) est égale a 1 (respectivement 2), la condition (Z.63]) est vérifiée. Puisque,

F@ () = flut)=2=1+1= f(su) + f(vu) = f(0~ (u)),
F@T ) = flou)+ flut) =1+1=2= f(sv) = f(0" (u)),

la condition (Z64]) est vérifice. Ainsi f est bien un (s, t)-flot c-réalisable.

(1,2) (2,3)
s (1,2) ot
(2,3) (1,2)

FIGURE 2.116 — Un exemple de (s,t)-flot c-réalisable f.

Une instance de flot est un quadruplet (G, s, t, c) tel que G est un graphe orienté, s et ¢
sont deux sommets de G qui vérifient (2.62]), et ¢ est une fonction de capacité sur les arcs de G.

Etant donnés une instance de flot (G, s,t,¢c), un (s,t)-flot c-réalisable f, et un arc a de G,
si f(a) = 0, alors 'arc a est dit vide pour f et sinon il est dit non-vide; si f(a) = c(a), alors
I’arc a est dit saturé par f et sinon il est dit insaturé. On appelle quantité de flot sortant
d’un sommet v la somme des quantités de flot sur les arcs sortants de v, c’est-a-dire f(67(v)).
Respectivement, f(6~(v)) est appelé quantité de flot entrant en un sommet v.

La condition (2.64]) signifie que pour chaque sommet v différent de s et ¢, la quantité de flot
sortant de v est égale & celle entrant en v. La condition (265 signifie que la quantité de flot sur
chaque arc uv est non-négative et inférieure ou égale a la capacité de uv.

La valeur d’un (s, t)-flot f, notée valgr(f) (ou val(f) s’il n’y a pas d’ambiguité), est par
définition égale & la quantité de flot sortant de s :

val(f) = f(67(s)).

Remarque 115 La fonction nulle fy, qui vaut zéro pour chaque arc de G, est un (s,t)-flot
c-réalisable dans G de valeur zéro. En effet, il est évident qu’elle vérifie les conditions (2.64]) et

(263) et que val(fy) = 0.

Remarque 116 Dans l’ezemple de la F1GI2.116, le (s,t)-flot f a pour valeur val(f) = f(61(s)) =
1+2=3.

Soit R = (G = (V, A), s,t,c) une instance de flot. Le probléme du flot maximum, consi-
déré dans ce chapitre, est de trouver un (s,t)-flot réalisable de valeur maximum dans R. On
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notera F'r cette valeur maximum. Tout sous-ensemble Z de sommets de G contenant s mais pas
t est appelé (s, t)-coupe. Notons que {s} et V'\ {¢} sont toujours des (s, t)-coupes. La capacité
d’une (s, t)-coupe Z dans R, notée capr(Z) (ou cap(Z)s’il n’y a pas d’ambiguité) est égale
a la somme des capacités des arcs sortants de Z :

cap(Z) = c(5*(2)).

Remarque 117 Dans le calcul de la capacité d’une (s,t)-coupe Z, les arcs entrant en Z ne
jouent aucun role.

Remarque 118 Dans le calcul de la capacité d’une (s,t)-coupe Z, 'ensemble des arcs sortants
de Z se partitionne en trois ensembles : les arcs de s a V' \ Z, les arcs de Z \ {s} at, et les arcs

de Z\ {s} a V\ (ZU{t}).

Dans l'exemple de la F1G[ZTIIT, la (s,t)-coupe Z = {s,u} a pour capacité cap(Z) =
c(67(2)) = c(ut) + c¢(sv) =3+ 3 =6.

FIGURE 2.117 — Un exemple de (s,t)-coupe Z = {s,u} de capacité 6 dans 'instance de la
F1G [2.1T10l; les chiffres a coté des arcs représentent leurs capacités.

Le probléme de la coupe minimum, considéré dans ce chapitre, est de trouver une (s, t)-
coupe de capacité minimum dans R. On notera Cgr cette capacité minimum.

Remarque 119 Si la capacité d’un arc est nulle alors pour tout flot réalisable la quantité de flot
sur cet arc est nulle. Par conséquent, en supprimant cet arc du graphe on ne modifie ni la valeur
mazimum d’un flot réalisable, ni la capacité minimum d’une coupe.

Exercice 250 Soient (G = (V, A), s, t,c) une instance de flot, ey et ea deux arcs paralléles de u
a v dans G. On construit une nouvelle instance de flot (G',s,t,c') o G' = (V, A’) est obtenu a
partir de G en remplagant ey et ey par un nowvel arc e dew a v de capacité ¢ (e) = c(e1) +c(ea) ;
pour tout arc a € A"\ {e} = A\ {e1,e2}, on définit ¢ (a) = c(a).

Montrer que pour tout réel positif k, il existe un (s,t)-flot réalisable dans (G, s,t,c) de valeur
k si et seulement si il existe un (s,t)-flot réalisable dans (G',s,t,c') de valeur k.

Solution Montrons tout d’abord que la condition est nécessaire. Soit f un (s,t)-flot réalisable
dans (G, s,t,c) de valeur k. On définit une fonction f’: A” — R de la maniére suivante :

f'(a) = { fle1) + f(e2) sia=ce,

f(a) sinon.

On vérifie que [’ est un (s,t)-flot réalisable dans (G',s,t,¢') de valeur k. La condition de
conservation du flot est évidemment satisfaite, puisque les quantités de flot entrant et sortant
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pour chaque sommet sont identiques pour f et f’. Pour la méme raison, on a val(f') = val(f) = k.
La condition de réalisabilité est aussi satisfaite, puisque

= 0+0< fler) + fea) = f'(e) = fler) + f(ea) < cler) + c(e2) = ' (e)
< f(a) = f'(a) = f(a) < c(a) = (a) pour tout a € A"\ {e}.

Montrons maintenant que la condition est suffisante. Soit f’ un (s,t)-flot réalisable dans
(G',s,t,c) de valeur k. On définit une fonction f : A — R de la maniére suivante :

min{c(e1), f'(e)} sia= e,
f(a):=< max{f'(e) —c(e1),0} sia= ey,
f'(a) sia € A\ {e1,ex}.

On vérifie que f est un (s,t)-flot réalisable dans (G, s, t, ¢) de valeur k.

On note que f(e1) + f(e2) = f'(e). En effet, si c¢(e1) < f'(e), alors f(e1) + f(e2) = c(eq) +
(f'(e) — c(e1)) = f'(e). Sinon, f(e1) + f(e2) = f'(e) +0 = f’(e). En conséquence, la condition
de conservation du flot est satisfaite, puisque les quantités de flot entrant et sortant pour chaque
sommet sont identiques pour f’ et f. Pour la méme raison, on a val(f) = val(f’) = k.

La condition de réalisabilité est satisfaite, en effet
0 < f(e1) < c(eq) car 0 < min{e(er), f'(e)} < c(er),

0 < f(ea) < c(eq) car 0 < max{f'(e) — c(e1),0}, f'(e)

d(e) = clez) + c(eq) et 0 < ¢(ea),
0 < f(a) < c(a) pour tout a € A\ {e1,es} car f(a) d

<
f(a),c(a) = d(a) et 0 < f'(a) < (a). O

Remarque 120 Par I’Ezercice [Z50, on peut se restreindre & étudier les problémes du flot maxi-
mum et celui de la coupe minimum dans des graphes orientés qui n’ont pas d’arcs paralléles. Dans
la suite de ce chapitre pour ces deux problémes seuls des graphes orientés sans arcs paralléles se-
ront considérés.

Exercice 251 Soient G = (V, A) un graphe orienté et x une fonction réelle sur A. Montrer que
pour tout Z CV, on a

> (@(§*(v) —2(67(v)) = 2(67(2)) — (67 (2)). (2.66)

veEZ

Solution Soit A’ I'ensemble des arcs de G dont les deux extrémités appartiennent a Z. Par
I'Exercice[[25(a) et (b), {61 (v) : v € Z} et {A’,61(Z)} sont deux partitions d’un méme ensemble
d’arcs de G et de méme pour {d~(v) :v € Z} et {A',07(Z)}, on en déduit que

D20t W) =Y 207 () = ((4)+2(5%(2)) — (@(A) +2(6(2)))

vEZ veEZ
= 2(6%(2)) - 2(57(2)).
O

Exercice 252 Soient G = (V, A) un graphe orienté, (s,t) un couple de sommets de G tel que
aucun arc n'entre en s et aucun arc ne sort de t. Pour tout (s,t)-flot f et toute (s,t)-coupe Z,
on a

F7(2)) = f(07(2)) = [(67(s)), (2.67)
F@(s) = fO (1)) (2.68)
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Solution Puisque f est un (s,t)-flot et Z est une (s,t)-coupe, on a f(6*(v)) — f(6~(v)) =0
pour chaque v € Z\ {s}. En utilisant de plus I'Exercice 25| et le fait que s n’a pas d’arc entrant,

on obtient (2.67) :
FOT2) = f(67(2)) = Y (F(67 () = F(6~(v))

veZ
= [T = FE )+ Y, (F(H ) = F(5(v))
veZ\{s}
= f(0"(s) -0+ D 0
veZ\{s}
= f(67(s)):

Par (2.67) appliqué & Z = V \ {t}, par le fait que 67(X) = §~(V \ X) pour tout X C V, et
puisque aucun arc ne sort de ¢, on a

f67(s)) = FETV\{E) = F(6(V\{t})
= JOO7 (1) = [T (1)
= f(6(1),

et on obtient (2.68)). O

Exercice 253 Soient f un (s,t)-flot réalisable et Z une (s,t)-coupe dans une instance de flot
R = (G, s,t,c). Montrer que
(a) val(f) < cap(Z),
(b) Fr < Chg,
(c) sival(f) = cap(Z), alors f est de valeur mazimum et Z est de capacité minimum,
(d) val(f) = cap(Z) si et seulement si chaque arc sortant de Z est saturé par f et chaque
arc entrant de Z est vide.

Solution (a) Par I’'Exercice et (2.63)), on a

val(f) = f(07(s))
= f(67(2) - f(67(2))
< (67 (Z)) -0
= cap(Z).

(b) Soient f* un (s,t)-flot réalisable de valeur Fr et Z* une (s, t)-coupe de capacité Cr dans
R. Alors, par (a), on a Fg = val(f*) < cap(Z*) = Cg.
(c) Pour tout (s,t)-flot réalisable f’ et toute (s,t)-coupe Z’ dans R, par (a) appliqué a f’ et
Z puisa fet Z' ona
val(f') < cap(Z) = val(f) < cap(Z"),

ainsi f est de valeur maximum et Z est de capacité minimum.

(d) Par la solution de (a), on a val(f) = cap(Z) si et seulement si f(67(Z) = c(67(Z)) et
f(0=(Z)) = 0. Puisque f est réalisable, on en déduit que chaque arc sortant de Z est saturé par
f et que chaque arc entrant de Z est vide. 0

L’exercice suivant propose une démonstration inhabituelle du résultat principal de ce chapitre.



2.14. FLOTS 205

Exercice 254 Le but de cet exercice est de démontrer le Théoreme Flot Max-Coupe Min de Ford
et Fulkerson (Fic. Z118).

Pour toute instance de flot R = (G, s,t,c), la valeur maximum d’un (s,¢)-flot réalisable est
égale a la capacité minimum d’une (s,t)-coupe, c’est-a-dire

Fr = Ch. (2.69)

FIGURE 2.118 — Théoréme Flot Max-Coupe Min de Ford et Fulkerson

On raisonnera par l'absurde. Il existe donc une instance de flot R = (G = (V, A), s,t,c) telle
que Fr # Cr; on en choisit une telle que |A| soit minimum. De plus, on définit

V' = {zeV\{st} tel que sz, 2t € A},
= {s}U{z eV :c(sz) > c(zt)},
E = c(st)+ Z min{c(sz), c(zt)}.
zeV’
(a) Montrer que Fr < Cg.
(b) Montrer qu’il existe dans R un (s,t)-flot réalisable de valeur k.
(c) Montrer que cap(Z) > k.

(d) Montrer qu’il existe un arc e = wv € 64(Z) qui nest incident ni a s ni a t.
Soient R~ linstance de flot (G — e, s,t,c) et Z~ une (s,t)-coupe dans R~ de capacité Cp-.
(e) Montrer que Cr > Cp- et que e € 65(Z7).

Soit R’ instance de flot (G, s,t,c'), ou d(e) = Cr— Cr- et d(€') = c(€') pour tout ¢’ € A\ {e}.
(Notons que, par (e) et puisque c est une fonction de capacité, ¢ en est une aussi.)

(f) Montrer que ¢ (65(Z7)) = Cr = Cp.

(9) Montrer que c'(e) < c(e).
Soit G1 = (V4, A1) le graphe orienté obtenu & partir de G en contractant Z~ en un nouveau
sommet s1 et en supprimant les arcs entrants de s1. Par la définition de Z—, on at € V1 et on le
note t1. On définit une fonction de capacité ¢c1 pour Gy en posant c¢1(a) = ¢ (a) pour tout a € Ajy.
Similairement, soit Gy = (Va, Ag) le graphe orienté obtenu a partir de G en contractant V'\ Z~
en un nouveau sommet to et en supprimant les arcs sortants de to. Par la définition de Z~, on
a s € Va et on le note so. On définit une fonction de capacité co pour Gy en posant ca(a) = ¢ (a)
pour tout a € As. Soit R; = (G, si, ti,¢;) pouri=1,2.

(h) Montrer que cl(égl(sl)) = Cr, = Cr = Cg, = c2(dg, (t2)).

(i) Montrer que |A;| < |A| et qu’il existe un (s;,t;)-flot ¢;-réalisable f; dans R; de valeur Cp,
pour 1 =1,2.

(j) Montrer que tous les arcs dans 631(51) sont saturés par fi et tous les arcs dans g, (t2)
sont saturés par fo.

(k) Combiner les flots f1 et fo pour obtenir un (s,t)-flot réalisable dans R de valeur Cg.

(1) Conclure.
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Solution (a) Par I'Exercice R53|(b), Fr < Cg. Alors, puisque Fr # Cg, on a Fr < CR.
(b) Soit V" := V\ (V'U{s,t}). Pour tout 2 € V', on pose f(s2) = f(f:t) = min{c(sz), c(zt)}.

Si st € A, alors on pose f(st) = c(st). Pour tout autre a € A, on pose f(a) = 0. Alors f est un
(s,t)-flot dans R, puisque f(6~(2)) = f(sz) = f(zt) = f(6(2)) pour tout z € V' et f(6~(2)) =
0= f(07(2)) pour tout z € V”. Il est évident que f est c-réalisable. En effet, pour tout z € V’,
on a0 < f(sz) = min{c(sz), c(zt)} < ¢(sz) et 0 < f(zt) = min{e(sz), c(zt)} < e(zt); si st € A,
on a0 < f(st) = ¢(st); pour tout autre a € A, on a 0 = f(a) < ¢(a). De plus,

A

val(fy = f(5(s) =D flsz)+ Y flsz) + f(st)

% ZEV"
= Z min{c(sz), c(zt)} + Z 0+ c(st)
zeV’ ZeV”

= k.

(c) Puisque Z est une (s,t)-coupe, par les définitions de C'r et Fr, par (a) et (b), on a

cap(Z) > Cr > Fr > val(f) = k.

d) Si chaque arc de §%(Z) est incident soit & s, soit & ¢, alors cap(Z) = k ce qui contredit
G
(c). Ainsi (d) est démontré.

(e) Puisque |A\ {e}| < |A|, par la minimalité de |A], il existe dans R~ un (s, t)-flot réalisable
f~ de valeur Cg-. Il est évident que la fonction f, obtenue en étendant f~ & A, en posant
f(e) =0, est un (s,t)-flot réalisable dans R tel que val(f) = val(f~). Ainsi, par (a), on a

Cr > Fr >wval(f) =val(f~) = Cg-.

Alors, puisque G~ = G — e, ceci implique que 'arc e sort de Z~ dans G.
(f) Par (e) et les définitions de ¢’ et Z~, on a
AOHZT) = dE (27N + () = o0 (Z7)) + e)
= Ci- +Cr—Cgk- =CEg. (2.70)

Soit Z' une (s,t)-coupe dans R’ de capacité Cg:. Si e ¢ §4(Z’), alors, par les définitions de ¢ et
Cpr, on a
CR/ = c’(ég(Z')) = 0(55(2')) > CR.

Sinon, par les définitions de ¢’ et Cr—, on a
Cro = ¢ (04(Z) = cl05_(Z) + () = Cp- + Cp — C- = Ch
On en conclut que Cr > Cg. Ainsi, par ([2.70]) et la définition de Cr/, on a
Cr="/d(65(Z7)) > Cp > Ck.

Ceci implique que Cg = Cp.
(g) Par (e), (f), d(¢/) = c¢(€') pour tout € € A\ {e}, et la définition de Cg, on a

d(e) = d(64(Z27)) = (65 (Z27))
= CR_C(égfe(Zi))
< o(65(27)) = el0_.(Z27)

c(e).
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(h) Nous montrons que 01(551(31)) = Cp, = Cgr. Soit Z; une (s1,t1)-coupe dans Ry de
capacité Cg,. Alors Z7 = (Z1 \ {s1}) U Z~ est une (s,t)-coupe dans R’ de méme capacité C,.
Ainsi on obtient que Crr < Cg,. De plus, par (f), on a

CR1 < 01(551(81)) = Cl(ég(zf)) =Cr=Cp.

En conséquence, on a égalité partout dans les inéquations précédentes. Ainsi on a ¢y ((%1 (s1)) =
Cr, = Cg. Le fait que Cr = CR, = c2(dg, (t2)) se démontre d'une fagon similaire dans Ra.

(i) Nous montrons la propriété pour i = 1. Soient K = §/,(s)\ 65(Z7), L = 65(s) N5 (Z7),
et M = 65(Z7)\ 64 (s). Par définition, K, L et M sont des ensembles mutuellement disjoints.
Par K UL = §/,(s), le fait que {s} est une (s, t)-coupe dans R, (f), LUM =6(Z7), (e), ¢ >0,
et (e), on a

d(K) = d(04(s) = (L) = Cr — (L)
= d(05(Z27) = d(L) = (M)
> d(e)=Cgr—Cx-
> 0.

On obtient donc que K # (). Par conséquent, |A1]| < |A|. Alors, par la définition de R, il existe
un (s1,t1)-flot ¢-réalisable f; dans Ry de valeur Cg,. Pour i = 2, la démonstration est similaire

dans Rs.

(j) Par (h) et (i), on a ¢1(3, (1)) = Cr, = val(f1). Ainsi, par I'Exercice B53(d), chaque arc
dans 6&(51) est saturé par fi. Similairement, par (h) et (i), on a c2(dg, (t2)) = Cr, = val(fa).
Ainsi, par I'Exercice 253(d), chaque arc dans d, (t2) est saturé par fo.

(k) A partir de f1 et fy on définit une fonction f sur A en posant f(a) = fi(a) si a € Ay,
fla) = fa(a) si a € Az et f(a) = 0 sinon. Notons qu’il n’y a pas d’ambiguité, puisque si
a € AiNAy(=6/(Z7)), alors par (i), on a fi(a) = c1(a) = (a) = c2(a) = f2(a). Nous montrons
que f est un (s,t)-flot réalisable dans R de valeur Cr. Si v € V'\ {s,t}, alors v € V] \ {s1,t1}
ouv € Vo \ {s2,t2}. On regarde le cas v € V1 \ {s1,%1}, 'autre cas est similaire. Puisque f; est
(s1,t1)-flot dans Ry, on a f(05(v)) = fl(égl (v)) = f1(0g,(v)) = f(6g(v)), et ainsi ([2.64]) est
satisfaite. Soit a € A. Si a € Ay, alors on a f(a) = fi(a). Puisque fi est réalisable dans Ry, par
les définitions de ¢1 et ¢, et par (g), on a 0 < f1(a) = f(a) = fi(a) < c1(a) = d(a) < ¢(a). De
méme, si a € A, on obtient que 0 < f(a) < ¢(a). Pour a € A\ (41 U Az), on a 0= f(a) < c(a).
Ainsi f est réalisable dans R. De plus, par (i) et (h), on a

val(f) = f(65:(s)) = f1(85,(s1)) = Cr, = Cr.
(1) Par (a), (k) et la définition de Fg, on obtient une contradiction :
Fr < Cr=wal(f) < Fg.

Ainsi le théoréeme Flot Max-Coupe Min est démontré. n

Exercice 255 Soit f le (s,t)-flot réalisable dans linstance de flot (G, s,t,c) de la F1G 2119
(a) Soit P le (s,t)-chemin élémentaire de G de la F1G[I2ZIT9. On note que tous les arcs de P
sont insaturés par f. Montrer que la fonction f', obtenue & partir de f en augmentant de
1 la quantité de flot sur les arcs du chemin P, est un (s,t)-flot réalisable de valeur égale
a la valeur de f plus 1.
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FIGURE 2.119 — Le (s,t)-flot f et le (s,t)-chemin P (en rouge).

(b) Montrer qu’il n’existe pas de (s,t)-chemin élémentaire de G dont tous les arcs sont insa-
turés par f.

(¢) Soit P" la (s,t)-chaine élémentaire de G de la F1IGIZTI20. On note que les arcs su et vt,
qui sont parcourus dans le sens de leur orientation par P’, sont insaturés par f', et aussi
que l'arc vu, qui est parcouru dans le sens inverse de son orientation par P’, est non-vide
pour f'. Montrer que la fonction f”, obtenue a partir de f' en augmentant de 1 la quantité
de flot sur les arcs su et vt et en diminuant de 1 la quantité de flot sur l’arc vu, est un
(s,t)-flot réalisable de valeur égale a la valeur de f" plus 1.

FIGURE 2.120 — Le (s,t)-flot f et la (s,t)-chaine P’ (en rouge).

(d) Montrer que f" est un (s,t)-flot réalisable de valeur mazimum.

Solution (a) Le (s,t)-flot f’ se trouve en F1G 21200 On vérifie facilement que les contraintes de
conservation du flot ([2.64) et de réalisabilité (Z65]) sont satisfaites par f’. On en conclut que f’
est un (s, t)-flot réalisable de valeur val(f') = f/(67(s)) =4=3+1= f(67(s))+1 =val(f)+1.

(b) Le graphe orienté G’ induit par les arcs insaturés par f’ est représenté F1G [Z121] Puisque
dans G’ il n’y a pas d’arc sortant de la (s,t)-coupe {s,u}, G’ ne contient aucun (s,¢)-chemin.

U
[ ]
s/ t
v
FIGURE 2.121 — Le graphe orienté G'.

(c) On a représenté f” en rouge sur la F1G 2122 Comme dans (a), on vérifie facilement que
1" est un (s,t)-flot réalisable et que val(f") =5=4+1=wval(f") + 1.



2.14. FLOTS 209

FIGURE 2.122 — Le (s,t)-flot f".

(d) Par (c), f” est un (s,t)-flot réalisable de valeur 5. Par 'Exercice 253] la valeur maximum
d’un (s, t)-flot réalisable est au plus cap({s}) = 5. On en conclut que f” est un (s, t)-flot réalisable
de valeur maximum. 0

Remarque 121 En partant d’un (s,t)-flot réalisable quelconque et en répétant une procédure
similaire a celle de I’Exercice [253(a), on pourrait espérer terminer avec un (s,t)-flot réalisable
de valeur maximum. Toutefois les parties (b) et (c¢) de I’Exercice montrent que tel n’est pas
le cas. Par contre, on verra dans la suite qu’une procédure similaire a celle décrite en (c) permet
de trouver a coup sir un (s,t)-flot réalisable de valeur mazimum.

On notera ‘€ 'arc obtenu en inversant le sens d'un arc e.
Etant donné un (s,t)-flot réalisable f dans une instance de flot R = (G = (V, A), s,t,¢), on
appelle réseau résiduel de (R, f) le réseau Ry = (G = (V, A} U A?c), s,t,cy), ol

A} ={e:e€ A, f(e) <cle)} et cg(e) = c(e) — f(e) pour tout e € AL,
A; —{€:ecA f(e)>0}et cf((g) = f(e) pour tout ‘& € A%.

Remarque 122 Le graphe résiduel Gy a le méme ensemble de sommets que G et il posséde deux
types d’arcs. Les arcs de A}c sont les arcs de G insaturés par f. Les arcs de A% sont les arcs
inverses des arcs de G non-vides pour f. Notons qu’a un arc de G sont associés au plus deux
arcs de Gy. Par ailleurs, le graphe résiduel Gy peut contenir des arcs paralleles dans le cas ou G
contient les arcs uv et vu pour u,v € V.

Remarque 123 A chaque arc de A}, cy associe la valeur strictement positive dont on pourrast
augmenter la quantité de flot sur le méme arc de G sans violer la condition de réalisabilité. A
chaque arc de A?c, cy associe la valeur strictement positive dont on pourrait diminuer la quantité
de flot sur l'inverse de cet arc dans G sans violer la condition de réalisabilité.

Exercice 256 Soit f le (s,t)-flot réalisable de l’instance de flot (G,s,t,c) de la F1G[2ZT23
Construire le réseau résiduel (Gy,s,t,cy).

FIGURE 2.123 — Un (s,t)-flot f dans (G, s,t,c¢).
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Solution Le réseau résiduel de (G, s,t, ¢, f) de la F1G[2.123 est représenté F1G[2.124]: les arcs
de type 1 de Gy sont en noir, ceux de type 2 en gris et les valeurs de la fonction ¢y sont indiquées
a coté de chaque arc.

FIGURE 2.124 — Le réseau résiduel (Gy, s,t,cy), solution de I’'Exercice 250

ALGORITHME D’EDMONDS-KARP :

Une instance de flot R = (G = (V, A), s,t,c¢).

Sorrie : Un (s,t)-flot réalisable f de R de valeur maximum Fg et une (s,t)-coupe S de R de
capacité minimum Cpg.

ENTREE :

Etape 0 :

Etape 1:

Etape 2 :

Etape 3 :

et

Etape 4 :

Etape 5 :

Initialisation.

fo(e) :== 0 pour tout e € A, i:=0.

Construction du réseau résiduel (G;, s,t,¢;) de (G, s,t,c, f;).

Al :={e:e€ A, fi(e) < c(e)} et ci(e) := c(e) — fi(e) pour tout e € A,

A2 :={¢ e A, fi(e) > 0} et c;(‘e) := fi(e) pour tout ‘& € A2,

G; = (V,Al U A?).

Construction d’une s-arborescence de G;.

Appliquer a G; et s I'algorithme de Recherche en Largeur d’Abord (F1G. [233]) pour
obtenir S; C V tel que 5&(5}) = () et une s-arborescence F; de G;[S;].

Recherche d’un (s,t)-chemin dans G;.

Sit € S; alors appliquer, a ’arborescence F; de racine s et a t, 'algorithme de Chemin
dans une Arborescence (F1G. [2.31]) pour obtenir P; le (s,t)-chemin unique dans F;

aller & I’Etape 4, sinon aller & ’Etape 5.
Modification du flot courant.
g; :=min{c¢;(e) : e € A(P;)},
e; siee A(P) N A}
zi(e) ;=4 —& si‘e € A(P)N A2
0 sinon
fir1(e) := fi(e) + zi(e) pour tout e € A,
i:=1+ 1 et aller & 'Etape 1.
Fin de Ualgorithme.
f:=fi,S:=8;, STOP.

FI1GURE 2.125 — Algorithme d’Edmonds-Karp.

Exercice 257 (Justification de I’algorithme d’Edmonds-Karp (F1c. [2125])) Montrer que
(a) tout au long de l’algorithme :

1.
2.

g; >0,
x; est un (s,t)-flot de R,
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3. fi est un (s,t)-flot réalisable de R,

(b) a UEtape 5, f est un (s,t)-flot réalisable de R et S est une (s,t)-coupe de R tels que
val(f) = cap(S). En déduire que f est de valeur mazimum Fg, S est de capacité minimum
Cgr, et Fr = Cg.

(c) tout au long de l’algorithme :

1. P; est un plus court (s,t)-chemin dans (G;, 1),

2. pour chaque e = vu € A(Gip1)\A(G;), on a € € A(P) et diG;,0)(8,v) = d(g, )(s,u)+
L,

3. digy,0)(8,0) = dig,0)(8,0) et dig,,, 1)(v,t) > dg, 1)(v,t) pour chaque v €V,

4. 814y, 0)(8,1) = d(Gi,ﬂ)(s,t), alors A*(Giy1) C A*(Gy), ou
A*(Gj) = {e € A(Gy) : il existe dans (G;,1) un plus court (s,t)-chemin contenant e},

(d) Ualgorithme exécutera la boucle constituée des Etapes de 1 a 4 au plus 2|V||A| fois ; ainsi
l’algorithme se termine.

Solution (al) Par la Remarque [[23] pour chaque arc e de G;, donc de P;, on a ¢;(e) > 0. Par
conséquent, ¢; > 0.

(a2) Pour vérifier la condition de conservation de flot, soit v € V'\ {s,t}. Par la définition de
x;, ¢;(e) = 0 pour chaque arc e de G qui ne correspond pas & un arc de P;. Donc si v n’appartient
pas & P, on a z;(67(v)) = 0 = x;(6 (v)). Si v appartient & P;, puisque v est différent de s et
t, on a exactement deux arcs de P;, uv et vw, incidents a v; et x;(e) = 0 pour tout autre arc
incident & v. Chacun des arcs uv et vw appartient a AZ1 ou a A?, on considére donc les quatre
cas suivants, illustrés F1c 2,126

FIGURE 2.126 — A gauche les deux arcs de P; incident & v dans le graphe G f; 3 a droite les quatre
possibilités pour les deux arcs correspondants dans G avec leur valeur de x;.

1. uv, vw € A}. Puisque z;(uw) = &; = z;(vw), on a
2;(6T(v)) = z;(vw) = g; = z;(wv) = 2;(6~ (v)).
2. wv € A}, vw € A?. Puisque x;(uv) = ¢; et z;(wv) = —&;, on a
z; (6T (0) =0 =¢; — & = xi(uv) + zi(wv) = 2;(6~ (v)).
3. uwv € A?, vw € A}. Puisque z;(vu) = —¢; et x;(vw) = &;, on a

7 (67 (v)) = xi(vu) + 75 (vw) = —; + & = 0 = 2;(6 (v)).
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4. uv, vw € A2. Puisque x;(vu) = —¢; = z;(wv), on a
2;(6T (0) = z5(vu) = —g; = 25 (wv) = (67 (v)).

En conclusion, z; vérifie (2.64)), z; est donc bien un (s, t)-flot.

(a3) On va raisonner par induction. Par la Remarque [[15] fp est un (s, ¢)-flot réalisable de
R. On suppose que f; est un (s,t)-flot réalisable de R pour un certain i > 0. Puisque, par (a2),
x; est un (s,t)-flot et puisque fi11 = fi + x;, par la Remarque [[14] on obtient que f;+1 est un
(s,t)-flot de R.

Pour vérifier que f;y; est réalisable, nous utiliserons que, par (al), on a g; > 0 et que f; est
réalisable, c’est-a-dire

0 < fi(e) < c(e) pour tout e € A. (2.71)

Soit e € A. On veut montrer que 0 < f;i1i(e) < c(e). Pour cela, on considére les trois
possibilités suivantes pour e :

1. e ¢ A(F;). Alors fiyr1(e) = fi(e), et par Z71]), on a 0 < fi11(e) < c(e).
2. e € AL NA(P;). Alors fi1(e) = fi(e) + ;. Par (Z11) et puisque &; > 0, on obtient
0< file) < fira(e).
Comme e € A} N A(P;), on a g; < ¢;(e) = c(e) — fi(e). Ainsi
fira(e) = file) +ei < fi(e) + (cle) — fi(e)) = c(e).
3. %€ € A2N A(P). Alors on a fi1(e) = fi(e) — i et &; < ci(e) = fi(e). Ainsi

0= fi(e) — file) < file) —&i = fita(e).
Puisque €; > 0 et par (Z71]), on a
fir1(e) = file) —ei < fi(e) < c(e).
Dans chacune des possibilités, on a démontré que 0 < f;11(e) < c(e) ce qui montre que f;11
est réalisable.

(b) On rappelle que f = f; et S =.S; pour U'indice ¢ tel que a 'Etape 3 on a eu t ¢ S;. De
plus, par construction de S; a 'Etape 2, on a 52;1,(&) = (). Par conséquent et par la définition de
Gi, on a f(w) = c(w) pour chaque uv € §5(9), et f(uv) = 0 pour chaque uv € §5(S). On en
déduit, par ([2Z.67), que

cap(S) = c(67(S))
F(67(S)) = f(07(9))
F(7(5))

= wal(f).
Alors, par I'Exercice 253)(c), Fr = val(f) = cap(S) = Ckg.

(c1) P; est défini & 'Etape 3 comme un (s,t)-chemin dans l'arborescence Fj. Cette arbo-
rescence est obtenue a 'Etape 2 par I'algorithme de Recherche en Largeur d’Abord. Donc, par
I’Exercice 218 on a que P; est un plus court (s,t)-chemin dans (G, 1).
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(C2) Soit e € A(Gi+1) \ A(Gz)

Sie € A, alors, par définition de A}, onae € Aet fir1(e) < c(e). Puisque e ¢ A(G;), on
ae¢ Al donc f;(e) = c(e). Ainsi fi(e) a été dlmmue a PEtape 4, on en conclut que € € A(P;

Sie E A2, |, alors, par définition de A7, |, on a ‘e e Aet0< fiy1(%e). Puisque e ¢ A(G;), on
ae¢ A2 donc f;(%€) = 0. Ainsi f;(€) a ete augmenté a 'Etape 4, on en conclut que & € A(P).

Par ( 1), PExercice [[39, et le fait que ‘e € A(P;), on obtient Pi[s,u] et Pi[s,v] = Pi[s,u] + €
sont des plus courts chemins dans (G;,1) de s & u et de s & v, respectivement. Par conséquent,

dia)(5,0) = [A(B]s, o))| = [A(Pi[s, u])| + 1 = d(g, ) (s, ) + 1.

(c3) Nous ne prouvons que la premiére inégalité, I'autre peut étre démontrée de la méme
fagon. Supposons par I'absurde qu’il existe un sommet v tel que d(Gi+1,]l)(37U) < d(Gi,ﬂ)(s,v).
Soit v un tel sommet qui minimise d(g,,, 1)(s,v). De plus, soit P un plus court (s, v)-chemin
dans (Git1,1). Puisque d(q,,, 1)(s,5) = 0 =d(g, 1)(5,5), on a dq,,, 1)(s,v) > 1. Ainsi il existe
un sommet u et un arc e de u a v tels que P = PJ[s,u] + e. Alors par les hypothéses sur v et
I’Exercice 199 on a

d(Gi,ﬂ-)(‘S? v) > d(Gi+1,ﬂ.)($7 v) = d(Gi+1,ﬂ.)($7 u) +1= d(Gi,]l)(37 u) +1. (2'72)

Si e € A(G;), alors dg, 1)(s,u) +1 > d(g, 1)(s,v). Si e ¢ A(G;), alors, par (c2) appliqué & e qui
est un arc de v a v dans Gyy1, on a dig, 1)(s,u) + 1 = d(g, 1)(5,v) + 2 > dg, 1)(s,v). Dans les
deux cas on obtient une contradiction a (Z72)).

(c4) Soit e un arc de u a v appartenant a A*(G;41). Il existe donc dans (Gji41,1) un plus
court (s,t)-chemin P contenant e. Par hypothése, définition de P, et (c3), on a

e (5t) = dgi,n(st) = [AP)] = |A(P[s,u])| + [A(P[u,v])| + [A(Plv,t])| (2.73)
Gy, (8u) + 1+ dg,, 1)V, 1) > dig, 1) (s,uw) + 1+ dg, 1) (v, 1)

Y

Sie ¢ A(G;), alors, par (c2) appliqué a e qui est un arc de v & v dans G;41 et par I'inégalité
triangulaire (Z25]), on obtient une contradiction a (Z73) :

dig;a)(s,u) + 1+ dg,1)(v,t) =dg,1)(s:v) + 1+ 1+ dg,1)(v, 1) > dg, 1)(s: D).

L’arc e existe donc dans G;. Alors, en utilisant le fait que d(g, 1) vérifie I'inégalité triangulaire
([228), une fois pour s,u,v et une fois pour s,v,t, on a

dig;p)(s,u) + 1+ dg, 1) (v, ) = dig, 1)(s:v) +dg,1) (v, t) > dig; 0)(s, 1)

Par ([Z73), on a alors d(g, 1)(s,u) + 1+ d(g, 1)(v,t) = d(g, 1)(s,1). Par conséquent, dans (G;,1)
la concaténation d’un plus court (s,u)-chemin, de l'arc e, et d'un plus court (v,t)-chemin donne
un plus court (s,t)-chemin, et ainsi e € A*(G;).

On a ainsi démontré que A*(Gi4+1) C A*(G;). Pour prouver que l'inégalité est stricte, soit
a € A(P;) de u a v tel que g; = ¢;(a) a 'Etape 4. Par (c1), on a A(P;) C A*(G;).

Sia € AL alors a € A et fiy1(a) = fi(a) + :(a) = fi(a) + i = fi(a) + (@) = fila) +e(a) -
fila) = c(a ) Ainsi a ¢ Aj, . Puisque a € A, on obtient a ¢ A? ;. Donc a ¢ A(Git1) et par
conséquent, a ¢ A*(Gjit1).

Siae€ A2, alors ‘@ € Aet fi (@) = fi(Q) +2(%%) = fi(@) — e = f;(%) — ¢i(a) =
fi(@) = f:(%) = 0. Ainsi a ¢ A?, . Puisque ‘@ € A, on obtient a ¢ A}, 1. Donc a ¢ A(Gjt1) et
par conséquent, a ¢ A*(Git1).
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Dans les deux cas on obtient que a € A*(G;) \ A*(Gi+1). On en conclut que A*(G;y1) C
A*(G;).

(d) Pour simplifier, on note ¢; la valeur d(g, 1)(s,t) et m; la valeur |A(G;)|. Sit ¢ Sp alors
I’algorithme exécute les Etapes de 1 & 4 une fois seulement, et se termine. Sinon, 1 < {5 < co. Par
(c3) et (c4), a la fin de chaque i-iéme exécution des Etapes de 1 a 4, soit £;11 > ¢; soit £; 11 = ¥;
et m;y1 < m;. Par les Remarques Bl et (221 1 < ¢; < |V] et 0 < m; < 2|A| pour tout i. Donc
il y aura moins de |V| valeurs ¢; distinctes et pour chacune au plus 2|A| valeurs m; distinctes.
Ainsi, la boucle constituée des Etapes de 1 a 4 sera exécutée au plus 2|V||A| fois. 0

Remarque 124 Par l’Ezxercice [257(b), Ualgorithme d’Edmonds-Karp F1G 2120 fournit une
preuve du théoréme de Ford et Fulkerson (F1G. [2118), alternative a celle de I’Ezercice [207)

Remarque 125 L’algorithme d’Edmonds-Karp F1G 2120 utilise l’algorithme de Recherche en
Largeur d’Abord uniquement dans le but d’obtenir un plus court (s,t)-chemin P; dans (G, 1) (s’il
existe un (s,t)-chemin dans G).

Remarque 126 Dans la solution de I’Exercice [207 on n’utilise pas que fy est la fonction nulle
mais uniquement le fait que fy est un (s,t)-flot réalisable de R. Par conséquent, a l'initialisation
de lalgorithme d’Edmonds-Karp F1G 2128, on pourrait définir fo comme un (s, t)-flot réalisable
quelconque de R. L’algorithme s’arréterait néanmoins avec un (s,t)-flot réalisable de R de valeur
mazimum et une (s,t)-coupe de R de capacité minimum.

Exercice 258 Tout au long de l’exécution de ’algorithme d’Edmonds-Karp F1GI2 125 on a

val(fix1) > val(f;). (2.74)

Solution Puisque ¢ (s) = (), le premier arc su de P; appartient & A} et aucun autre arc de P;
ne sort de s. Ainsi, d’aprés 'Exercice 257(al), on a

val(fir1) = fir1(67(s))
= finlsw)+ Y file)
e€dt(s)\{su}
= filsw+e+ > file)
e€dt(s)\{su}
= fl((5+(8)) +¢&;
= wal(f;)+e&;
> wal(f;).

L’inégalité (2.74)) est alors bien vérifice. O

Remarque 127 Le fait que ([Z74) soit vérifiée ne suffit pas, dans le cas général, a garantir que
Ualgorithme d’Edmonds-Karp F1G 2127 se termine. La valeur des flots f; pourrait converger
vers une valeur sans l’atteindre. Dans la démonstration du fait que [’algorithme d’Edmonds-
Karp se termine (Exercice [257(c) et (d)) il est essentiel d’utiliser que chaque P; est un plus court
(s,t)-chemin dans (G;,1).

Par contre, sila fonction de capacité est entiére, alors, par 2.74), on aval(fi+1) > val(f;)+1.
En conséquence, algorithme d’Edmonds-Karp se termine aprés au plus Cr exécutions de la
boucle constituée des Etapes de 1 a 4.
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Exercice 259 Soient f un (s,t)-flot réalisable dans une instance de flot R = (G,s,t,c) et
(Gy,s,t,cq) le réseau résiduel de (R, f). Montrer que f est un (s,t)-flot réalisable de valeur
mazimum dans R si et seulement si il n’existe pas de (s,t)-chemin dans G.

Solution Montrons tout d’abord que la condition est nécessaire. Supposons donc par I'absurde
qu’il existe un (s,t)-chemin P dans Gy. On exécute 'algorithme d’Edmonds-Karp F1G[2125]
sur R en posant fo := f a l'initialisation comme dans la Remarque Puisque P existe dans
Go(= Gy), Vensemble Sy, calculé a I'Etape 2, contient t. Par conséquent, le (s,t)-chemin Py de
Gy existe & I'Etape 3 et f; est défini a 'Etape 4. D’aprés 'Exercice 257|(a), f1 est un (s,t)-flot
réalisable. D’aprés I'Exercice 258 val(f1) > wval(fy). On en conclut que f = fy n'est pas de
valeur maximum.

Montrons maintenant que la condition est suffisante. Supposons qu’il n’existe pas de (s,t)-
chemin dans G¢. On exécute a nouveau l'algorithme d’Edmonds-Karp sur R avec fo := f. Cette
fois-ci t ¢ Sy et l'algorithme s’arréte a I'Etape 5 avec fyp. D’aprés 'Exercice 25T7(b), f = fo est
de valeur maximum. O

Exercice 260 Soient X et Y deux (s,t)-coupes de capacité minimum dans une instance de flot
R = (D,s,t,c). Montrer que X NY et X UY sont aussi des (s,t)-coupes de capacité minimum
dans R.

Solution Par hypotheése, on a
c(67(X)) = Cr, (2.75)
c(0T(Y)) = Cg. (2.76)

Puisque X et Y sont des (s,t)-coupes, on a s € X C V\{t} et s € Y C V\ {t}, ainsi
seXNY CV\{tletse XUY CV\{t}, donc XNY et X UY sont des (s,t)-coupes. Alors,
par la définition de Cg, on a

c(0T (X NY))
c(0T (X UY))

Par (275)), [2.70), I'Exercice (27 (277) et (278), on a

Cr+Cr = c(07(X))+c(67(Y))
c(6T(XNY)) +c(dT(XUY))
Cgr + Cg.

Chr, (2.77)

>
> O (2.78)

>
>

On en conclut qu’on a égalité partout, en particulier, on a ¢(6T(XNY)) = Cg et ¢(6T(XUY)) =
CR, et ainsi X NY et X UY sont des (s,t)-coupes de capacité minimum dans R. O

Exercice 261 Soit R = (G,s,t,c) une instance de flot. Par I’Ezercice [207(b), en exécutant
I’Algorithme d’Edmonds-Karp sur R on obtient un (s,t)-flot réalisable f de valeur mazimum et
une (s,t)-coupe de capacité minimum S dans R. Le but de cet exercice est de démontrer que S
ne dépend pas des choix effectués lors de 'exécution de [’algorithme. On note Z l’ensemble des
(s,t)-coupes de capacité minimum dans R et on pose Z* := () ¢z Z.

(a) Montrer que Z* est une (s,t)-coupe de capacité minimum dans R et que Z* C S.

(b) Montrer qu’'une (s,t)-coupe @ dans R est de capacité minimum si et seulement si dans

le graphe auziliaire G ¢ aucun arc ne sort de ().
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(c) Montrer que pour tout sous-ensemble S C S contenant s, il existe au moins un arc
sortant de S" dans Gy.
(d) Conclure que S = Z*.

Solution (a) Puisque le nombre de (s,t)-coupes dans R est fini, on peut noter Zi,..., Zy les
éléments de Z. On pose T; := ﬂ§:1 Z; et on montre par induction que T; est une (s,t)-coupe
de capacité minimum dans R pour tout i € {1,...,k}. Pour ¢ = 1, T} = Z; est une (s,t)-coupe
de capacité minimum dans R. Supposons que pour un indice i € {1,...,k — 1}, T; est une
(s,t)-coupe de capacité minimum dans R. Puisque T; et Z;11 sont des (s,t)-coupes de capacité
minimum dans R, par T;11 = T;N Z; 41, et 'Exercice 260] on obtient que T;41 est une (s, t)-coupe
de capacité minimum dans R. Or Z* = T}, donc Z* est une (s,t)-coupe de capacité minimum
dans R. Puisque S € Z,ona Z*=(,.z 2 C S.

(b) Par 'Exercice 253(d), @ est une (s, t)-coupe de capacité minimum dans R si et seulement
si dans G chaque arc sortant de @) est saturé par f et chaque arc entrant de @) est vide ce qui
est équivalent au fait que dans GGy aucun arc ne sort de Q.

(c) Puisque S est obtenu en exécutant 1’Algorithme d’Edmonds-Karp sur R, il est obtenu
a I'Etape 2 en exécutant 'algorithme de Recherche en Largeur d’Abord (Fi1G. 2233]) dans Gy.
Ainsi S est I’ensemble des sommets qui peuvent étre atteints par un chemin & partir de s dans
G. Par 'Exercice [[30, pour tout S’ C S contenant s, il existe au moins un arc sortant de S’

dans Gf.

(d) Par (a), on a Z* est une (s,t)-coupe de capacité minimum dans R qui est incluse dans
S. Alors, par (b), dans Gy aucun arc ne sort de Z*. Par (c), on a Z* = S. 0

Exercice 262 En exécutant l’algorithme d’Edmonds-Karp F1G2120, déterminer un (s,t)-flot
réalisable de valeur mazimum et une (s,t)-coupe de capacité minimum dans les instances de flot
sutvantes :

4 5 6 t
FIGURE 2.127 — Instances de flot de ’Exercice 262 La valeur associée & chaque arc est sa capacité.

Solution Le déroulement d’une itération de l'algorithme d’Edmonds-Karp est représenté par
deux figures situées I'une & coté de l'autre. Sur celle de gauche, on voit 'instance avec le flot
considéré au début de l'itération. Sur celle de droite, on voit un (s,¢)-chemin, avec un nombre
minimum d’arcs, du réseau résiduel correspondant & la figure de gauche. Les capacités résiduelles
des arcs de ce chemin et leur minimum &€ sont aussi indiquées. Sur la ligne suivante on voit a
gauche le flot modifié.
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(b) A
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Exercice 263 (a) En exécutant ’algorithme d’Edmonds-Karp F1GI12128, déterminer un (s,t)-
flot réalisable f de valeur mazimum et une (s,t)-coupe de capacité minimum dans [’instance de

flot R = (G, s,t,c) de la F1GI2Z128
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U3 V6

FIGURE 2.128 — instance de flot R = (G, s,t,¢)

(b) Montrer que l’arc vovs appartient a toutes les (s,t)-coupes de capacité minimum dans R.

(Indication : augmenter de 1 la capacité de I’arc vavs et vérifier que la valeur maximum d’un
s, t)-flot réalisable augmente de 1.
t)-flot réalisabl gmente de 1

(c) Montrer que l’arc vivy n'appartient a aucune (s,t)-coupe de capacité minimum dans R.

(Indication : diminuer de 1 la capacité de 'arc vivy et vérifier que la valeur maximum d’un
(s,t)-flot réalisable ne diminue pas.)

Solution (a)

(f(e), e(e)) — A
- _— P
(0,2) 2
(0,1) 0,2) (0,2 (0,1) 1 1

(0,2) (0,1) | (0,2)

ts t
0,2) (0,2
OIN 0,2y | OV \

(1,2)

L1 H0,2)(0,2) LD

(0,2) (0,1) | (0,2)

0,2) (0,2

(0,2) (0,1) 1 1
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(1,2)

117 H0,2)(0,2) LD

S (0,2) (0,1) (0,2) ¢ s 1:‘ 2 > 1 Se
0,2) (0,2

M we | /0D ’41
(1,2)

L1 o 9y 0,2] NED

(1,2) (1,1) | (1,2)

s t s o t
0,2) (0,2 NGt g
RO i A /

(1,2

0,2)(0,2] LD
o @2

A

: ..0, 2) (0,2
(1,2)

(b) Comme indiqué dans I'exercice, on introduit une nouvelle instance de flot R’ = (G, s,t, )
ou ¢ est définie par ¢/ (vovs) = c(vavs) + 1 et ¢ (e) = ¢(e) pour tout arc e de G distinct de vavs.
On définit la fonction f’ obtenue a partir du flot f de la question (a) en augmentant de 1 la
quantité de flot sur les arcs du (s, t)-chemin svgvst. On vérifie facilement que f’ est un (s,t)-flot
c-réalisable dans R'. D’aprés I'Exercice 254} on a

Cr = Fp >val(f') =val(f)+1=Fr+1=Cr+1.

Ainsi il n’existe plus de (s,t)-coupe de capacité C'r dans R’. Puisque I'arc vyvs est le seul dont
la capacité a augmenté, celui-ci appartient a toutes les (s,t)-coupes de c-capacité minimum dans
R.

(¢) Comme indiqué dans Pexercice, on introduit une nouvelle instance de flot R” = (G, s,t, ")
ou ¢’ est définie par ¢’ (v1v4) = c(vivg) — 1 et ¢’ (€) = ¢(e) pour tout arc e de G distinct de vyvy.
On vérifie facilement que f est un (s,t)-flot ¢’-réalisable dans R”. D’aprés 'Exercice 254] on a

CR// = FR” > val(f) = FR = CR.

Ainsi il n’existe pas de (s,t)-coupe de capacité strictement plus petite que Cr dans R’.
Puisque 'arc vjvy est le seul dont la capacité a diminué, celui-ci n’appartient a aucune (s,t)-
coupe de c-capacité minimum dans R. O

Exercice 264 Le but de cet exercice est de démontrer le Théoréme du Flot Entier de Dantzig et
Fulkerson (voir F1G [22129).

Pour toute instance de flot R = (G, s,t,c) dont la fonction de capacité ¢ est
entiére, il existe un (s, ¢)-flot réalisable entier de valeur Fpg.

FIGURE 2.129 — Théoréme du Flot Entier de Dantzig et Fulkerson
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Etant donnée une instance de flot R = (G, s,t,c) telle que c(e) est un nombre entier pour
chaque arc e de G, montrer que le (s,t)-flot réalisable f de valeur mazimum, fourni par l’algo-
rithme d’Edmonds-Karp (F1GI2.125]), est entier.

Solution Nous allons montrer, par récurrence sur ¢, qu’en exécutant l'algorithme d’Edmonds-
Karp F1G 2125 fi(e) est entier pour chaque arc e de G. Pour i = 0, on a fy(e) = 0 pour chaque
arc e de GG, donc fy est une fonction entiére. Supposons que f; est une fonction entiére pour
un certain i > 0. A 'Etape 1, pour chaque arc e de G, on a c¢;(e) = c(e) — fi(e) si e € A} ou
ci(e) = fi(¥€) si e € A2. Puisque c et f; sont des fonctions entiéres, on en conclut que ¢; est
aussi une fonction entiére. Donc ¢;, z;(e) et fi11(e) pour tout e de G, tels que calculés a I’Etape
4, sont des entiers. Alors f;11 est une fonction entiére. Ainsi, quand l'algorithme s’arréte avec
f = fi pour un certain i, f(e) est entier pour chaque arc e de G. D’aprés 1'Exercice 20T(b), f
est, de plus, un (s,t)-flot c-réalisable de valeur maximum dans R. O

Exercice 265 Le but de cet exercice est de montrer que le Théoréeme de Ford et Fulkerson (FIG.
2118) permet de démontrer le Théoréeme de Menger (F1G. 22130).

Pour tout graphe orienté G = (V, A) et tout couple de sommets s et t de G,
le nombre maximum de (s,t)-chemins deux-a-deux arc-disjoints dans G est égal au
nombre minimum d’arcs & enlever de G pour supprimer tous les (s, t)-chemins de G.

F1GURE 2.130 — Théoréme de Menger

On considere Uinstance de flot R = (G',s,t,¢) ot G' = G — 65(s) — 64(t) et c(e) =1 pour
chaque arc e de G'. On note k le nombre mazimum de (s,t)-chemins deuz-a-deuz arc-disjoints
dans G et £ nombre minimum d’arcs a enlever de G pour supprimer tous les (s,t)-chemins de

G.

(a) Montrer que k = Fg.
(b) Montrer que £ = Cg.
(c) En déduire le théoréeme de Menger.

Solution (a) Par la définition de k et I’Exercice [29, G contient k (s,t)-chemins élémentaires
deux-a-deux arc-disjoints, notés P, ..., Pr. On remarque que ces chemins élémentaires existent
aussi dans G’. On introduit une fonction f surles arcs de G’ : f(e) = 1sie € |JA(F;) et f(e) =0
sinon. Pour chaque sommet v € V, si v appartient a ¢ chemins parmi Py, ..., Py alors, puisque
ces chemins sont élémentaires et deux-a-deux arc-disjoints, on a f (55(1})) = ¢ pour v # t et
J(0gi(v)) =i pour v # s, f est donc un flot dans R. Puisque 0 < f(e) < 1 = c(e) pour chaque
arc e de G’, f est réalisable dans R. Alors, puisque s appartient a chaque P;, on a

Fr > val(f) = f(55,(s)) = k. (2.79)

Puisque ¢(e) = 1 pour chaque arc e de G’ et par 'Exercice 2641 R posséde un (s,t)-flot
réalisable f’ de valeur maximum Fp tel que f’(e) est un nombre entier entre 0 et 1 pour chaque
arc e de G'. On définit le graphe partiel G” de G’ obtenu en supprimant les arcs vides pour f’.
Puisque f’ est un (s,t)-flot réalisable de valeur Fg, les conditions (2.9), (ZI0) et (2II) sont
satisfaites pour G” et Fr. Alors, d’aprés I'Exercice [[36], il existe Fr (s,t)-chemins deux-a-deux
arc-disjoints dans G”, et donc dans G. Par conséquent, on a

k> Fp. (2.80)
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Par (279) et (2.80), on a k = Fp.

(b) On montre d’abord que si en enlevant un ensemble F' d’arcs de G on supprime tous
les (s,t)-chemins de G alors F' contient les arcs sortant d’une (s,t)-coupe S. En effet, soit S
I’ensemble des sommets atteignables depuis s dans G — F' obtenu par 'algorithme de Marquage
Orienté (F1c. Z24)). Alors, s € S C V' \ {t} et par I'Exercice [47, 6/, (S) = 0. Ainsi, S est
une (s,t)-coupe et 35(9) C F. On en conclut que

Cr <Vt (2.81)

Par I'Exercice [I30] si S est une (s, t)-coupe dans G alors en enlevant les arcs sortant de S on
supprime tous les (s, t)-chemins dans G. On en conclut que

(< Ch. (2.82)

Par (2.81]) et (282), on a £ = Ck.
(c) D’apres (a), 'Exercice 254l et (b), on a k = Fgr = Cr = {. 0

Etant donné un graphe biparti G = (U, W; E), on définit une instance de flot associée,
Rec = (D,s,t,c), de la maniére suivante. Le graphe orienté D est obtenu & partir de G en
ajoutant deux nouveaux sommets s et t, les arcs su pour chaque sommet u € U, les arcs wt pour
chaque sommet w € W, et en remplacant chaque aréte uw de E par un arc uw. On définit la
fonction de capacité ¢ qui vaut 1 sur chaque arc de D.

Exercice 266 Le but de cet exercice est de démontrer que le Théoréeme de Ford et Fulkerson
(Fic. 2II8])) implique le Théoréeme de Kdnig.

Soient G = (U,W; E) un graphe biparti et Rg = (D,s,t,c) linstance de flot associée. Par
U’Exercice il existe dans Rg un (s,t)-flot f, réalisable, entier, et de valeur mazximum. Soit
Z une (s,t)-coupe dans Rg de capacité minimum qui contient un nombre minimum de sommets.
A partir de f et Z, on définit l’ensemble d’arétes M = {uw € E : f(uw) = 1} et l'ensemble de
sommets T = (U\ Z)U (W N Z).

(a) Montrer que M est un couplage de G tel que |M| = val(f).

(b) Montrer que T est un ensemble transversal de G tel que |T'| = cap(Z).

(c) En déduire le Théoréme de Kénig en utilisant le Théoréme de Ford et Fulkerson.

(d) Déterminer un couplage de cardinal mazimum et un ensemble transversal de cardinal
minimum dans le graphe biparti G de la F1G. [2.132.

FIGURE 2.131 — Graphe biparti G.

Solution (a) Puisque f est un (s,t)-flot réalisable dans R¢, on a

¢(su) =1 pour chaque sommet u € U, (2.83)
c(wt) =1 pour chaque sommet w € W.  (2.84)
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Par (283), (Z84), f > 0, et puisque la fonction f est entiére, on obtient que f(e) = 0 ou 1
pour chaque arc e de D et qu’il existe au plus une aréte de M incidente & chaque sommet de
U UW. Ainsi M est un couplage de G. Par I'Exercice 251I(b) et la construction de D, on a

val(f) = f(6T(UUs)) = f(6-(UUs)) = f(0T(UUs))—0= E 1=|M]|.
uwel
Fluw)=1

(b) Supposons que T' = (U \ Z) U (W N Z) ne soit pas un ensemble transversal de G. Il
existe alors une aréte uw de G telle que u e U\NT =UNZ et we W\T =W \ Z. On définit
7' = Z — u. Alors, par les définitions de Z, Z’, D, uw, et ¢, on a

0 < cap(Z') — cap(Z) = c(su) — Z c(uv) < c¢(su) — cluw) =1—-1=0.
weAveW\Z
Ainsi Z’ est une (s, t)-coupe dans R de capacité minimum qui contient un sommet de moins que
Z, ce qui contredit la définition de Z. Par conséquent, T" est un ensemble transversal de G.

Alors, par la définition de D, puisque 1" est un ensemble transversal de G, par les définitions
decet T, on a

cap(Z) = > clsu)+ > eclwt)= > 1+ > 1=|U\Z|+|WnZ|=|T|

ueU\Z weWnZ ueU\Z weWnZ

(c) Par 'Exercice 254} (a), la définition de v, 'Exercice ??, la définition de 7 et (b), on a
cap(Z) =wval(f) = |M| <v <7 <|T| = cap(Z),
donc on a égalité partout, ce qui implique le Théoréme de Kénig.

(d) Dans la figure ci-dessous on utilise la méthode expliquée dans I’énoncé de cet exercice :
on construit I'instance de flot Rg associée au graphe G de la F1G. 2Z132] on exécute I'algorithme
d’Edmonds-Karp FIG. sur Rg pour trouver un (s,t)-flot f, réalisable, entier, de valeur
maximum égale a 3 et une (s, t)-coupe Z de capacité minimum égale a 3, qui, par 'Exercice 261]
contient un nombre minimum de sommets; on obtient le couplage M de cardinal maximum et
I’ensemble transversal T' de cardinal minimum de G.

[ =1 fe)=0

FIGURE 2.132 — a gauche : instance de flot R et flot f, au milieu : réseau résiduel Ry et (s,t)-
coupe Z de capacité minimum dans R, a droite : couplage M de cardinal maximum et ensemble
transversal 7' de cardinal minimum dans G tels que |M| = |T'| = 3.
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0

Exercice 267 Soit G = (U, W; E) un graphe biparti, k-réqulier (k > 1.) Utiliser le Théoréme
du Flot Entier (F1G. [Z129) pour montrer que G admet un couplage parfait.

Solution Dans l'instance de flot Rg = (D, s,t,c) associée au graphe biparti G on définit une
fonction f sur les arcs de D : f(su) = f(wt) = 1 et f(uw) = 4 pour tout u € U et w € W.
Nous allons maintenant vérifier que dans R¢ la fonction f est un (s,t)-flot réalisable de valeur
maximum Fr, = |U| = |W/|. Puisque G est k-régulier, on a

fO7 ()= f(su)=1= k:% = Z fluw) = f(6T(u)) pour tout u € U,

uw€eA(D)

f(0™(w)) = Z fluw) = k% =1=f(wt) = f(6T(w)) pour tout w e W,
uw€eA(D)

et ainsi f est un (s,t)-flot. Puisque 0 < } < f(a) < 1 = ¢(a) pour tout arc a de D, f est
réalisable. Par la définition de f et (Z68) de I'Exercice 252 on a

cap({s}) = |U| = (¥ (s)) = val(f) = f(6~ (1)) = [W]. (2.85)

Alors, par 'Exercice 253(c), Fr, = |U| = |W|.

Par I'Exercice 264] il existe une fonction entiére f* qui est un (s,t)-flot réalisable de valeur
|U| dans R¢. Puisque c(e) = 1 pour tout arc e de D, et f* est réalisable, on obtient que f*(e) est
égal & 0 ou 1. Par I'Exercice 260((a) et (2.85)), 'ensemble d’arétes M = {uw € E : f*(uw) = 1}
est un couplage de G tel que |M| = val(f*) = |U| = |W|, on obtient que M est un couplage
parfait de G. 0

2.14.1 Modélisation avec des flots

Exercice 268 Les k familles de 'immeuble "Le Pacifique” ¢ Grenoble planifient une excursion
a la montagne. Elles veulent y aller avec £ minibus. On suppose que la famille F; est composée
de m; membres (1 < i < k) et que le minibus B; posséde b; sieges (1 < j < ). Pour éviter
toute dispute familiale, les conducteurs des minibus veulent placer les habitants du "Pacifique”
dans les minibus de telle facon qu’il n’y ait pas deux membres d’une méme famille dans le méme
minibus. Formuler ce probléme comme un probléme de flot dans un réseau.

Solution Pour modéliser ce probléme on introduit I'instance de flot R = (G = (V, A), s,t,¢) ou
V={st,F;,B; :1<i<k,1<j<[t}
A= {SFZ',EBJ',BJT 01 < ) < k?,l S] < f},
c(sF;) = m;, ¢(Bjt) = bj, c(FiBj) =1pour 1 <i<k,1<j <UL
Nous allons montrer que Fr = Zle m; si et seulement si il est possible de placer les habitants
du "Pacifique" dans les minibus en respectant la contrainte décrite dans 1’énoncé.

Montrons tout d’abord que la condition est nécessaire. On suppose donc que les habitants du
"Pacifique" peuvent étre placés dans les minibus de fagon convenable. A partir de ce placement
on définit une fonction f sur les arcs de G de la maniére suivante.

f(sF;) =m; pour1<i<k,

f(FiBj) =1 siun membre de la famille Fj est placé dans le minibus Bj, sinon f(F;B;) = 0,

f(Bjt) =p; pour 1 <j </, ol p;est le nombre de passagers du minibus B;.
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Nous allons maintenant vérifier que la fonction f est un (s,t)-flot réalisable de valeur Zle m;
dans R.

Puisque tous les membres de chaque famille F; sont placés dans des minibus tous distincts,
f est un (s,t)-flot. En effet, on a

¢
F(6~(F)) = f(sFy) =mi = f(F;B)) = f(67(F,)) pour1<i</{,
=1
t) = f(6T(B

f(67(By)) =pj = f(Bjt) =

Puisque pour 1 <i <k, 1< j </, ona c(sF;) =m;, c(F;B;) =1, pj <c(Bjt), et f(a) >0
pour tout a € A, f est réalisable. De plus, par les définitions de Fr et Cr et par ’Exercice 2541
on a

(Bj)) pour 1 < j </

k k i
Somi= 3" f(sF) = f(6*(5)) = val(f) < Fr = Cr < cap(6*(s)) = > _ e(sFy) = > mi.
=1 =1 =1

i=1
Par conséquent, on a égalité partout dans la formule ci-dessus, ainsi 25;1 m; = val(f) = Fg.

Montrons maintenant que la condition est suffisante. Supposons que Fr = Zle m;. Par
I'Exercice 264] il existe dans R un (s,t)-flot f, réalisable, entier, et de valeur Zle m;. Alors
f(FiBj) vaut 0 ou 1 pour 1 <4 <k, 1 < j < £. Ainsi nous pouvons définir un placement des
habitants du "Pacifique" dans les minibus : un membre de la famille F; est placé dans le minibus
B;j si et seulement si f(F;B;) = 1. Ainsi, il n’y a pas deux membres de F; dans le méme minibus.
Puisque f est réalisable, on a

k k

k k
Y mi=wal(f) = f(sF) <Y e(sF) =Y mi.
=1

i=1 =1 i=1

Par conséquent, on a égalité partout dans la formule ci-dessus et ainsi on a f(sF;) = m; pour
tout 1 < i < k. Puisque f est un (s, t)-flot,

mi=f(0"(F) = f(0Y(F) =Y _f(FEB)= > 1 pouwrl<i<k
Jj=1 je{l,...6}
f(FiBj)=1

Chaque membre de la famille F; est donc placé dans un minibus. Par la définition de ¢, on a

k
> 1= F(EB;) =f(67(B)) = f(0F(B)) = f(Bjt) <b; pour1<j<L.
ie{1,..k} i=1
f(F;Bj)=1

Ainsi le nombre de passagers de chaque minibus est inférieur ou égal au nombre de places
disponibles. Le placement défini ci-dessus vérifie donc bien toutes les contraintes de ’énoncé. [

Exercice 269 Dans la ville "Les Flots", il y a h habitants H1, ..., Hy, £ ligues sportives L1, ..., Ly
et p partis politiques Pi, ..., P,. Chaque habitant H; fait partie d’au moins une ligue et appartient
a exactement un parti politique noté Py, . La ville veut créer un conseil d’administration contenant
exactement un représentant par ligue de telle sorte que le nombre de représentants appartenant
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au parti Py soit au plus ug € Z4 pour tout k € {1,...,p}. De plus, un habitant ne peut pas
représenter plus d’une ligue. Il faut décider s’il est possible de créer un conseil d’administration
de la ville "Les Flots" qui satisfait ces contraintes. Modéliser ce probléme comme un probléme de
flot dans un réseau.

Solution Pour modéliser ce probléme on introduit I'instance de flot R = (G = (V, A), s,t,¢) ou

V={st,L;yH;, P, :1<i<(,1<j<h,1<k<p},

A= {SLi,Hijj,Pkt 1< < 6, 1 gj < h,l < k < p} U {LZH] : Hj fait partie de Ll},

¢(Pyt) = ug, pour 1 < k <p et c(e) =1 pour tout autre arc e.

Nous allons montrer que Fr = £ si et seulement si il existe un conseil d’administration respectant
toutes les contraintes.

Montrons tout d’abord que la condition est nécessaire. On suppose donc qu’il existe un
conseil d’administration Hj,,...,H;, tel que d'une part, I’habitant Hj, représente la ligue L;
pour 1 < i </, et d’autre part, le parti P contient wy, < u; membres du conseil pour 1 < k < p.
A partir de cet ensemble de représentants on définit une fonction f sur les arcs de G de la maniére

suivante.
f(sLy) = 1 pour 1 <i </,
f(Lij) = 1 Sij = ji, sinon f(Lij) = O,
f(HijJ) =1 sij € {jl; R ,jg}, sinon f(H]Pk]) =0,
f(Pet) = wr pourl<k<np.

Nous allons maintenant vérifier que la fonction f est un (s, ¢)-flot réalisable de valeur ¢ dans R.

= f(sL;)=1= f(L;Hj,) = f(6T(L;)) pour 1 <i < ¢,
= [(LiHj) = 1= f(Hj Py, ) = f(67(Hj,)) pour 1 <i </,
H]z)) pour .] € {1, oo ah} \ {jla cee ajﬁ}a

= f(HijJ) = Z 1= Wy = f(Pkt) = f((5+(Pk)) pour 1 < k < p.

kJ:k je{jlv"'vjl}
=

I
)
I
-
—
>,
+

Par les définitions de c et f, et puisque wip < ug pour 1 < k < p, il est clair que f est
réalisable. De plus, par les définitions de Fr et Cr et par 'Exercice 254], on a

)4
(= Zl = Zf(sLi) = f(67(s)) = val(f) < Fgr = Og < cap(d™ (s)) = Zc(sLi) = Z 1=2

=1 =1 =1 =1
Par conséquent, on a égalité partout dans la formule ci-dessus, ainsi ¢ = val(f) = Fg.

Montrons maintenant que la condition est suffisante. Supposons que Fr = £. Par I’Exercice
264 il existe dans R un (s,t)-flot f, réalisable, entier, et de valeur ¢. Par la définition de ¢, on
a f(Pit) < ug pour tout 1 < k < pet f(e) est égal & 0 ou 1 pour tous les autres arcs de G.
Puisque f est réalisable, on a

¢

C=val(f) = f(67(s)) =D f(sLi) <) e(sLi) => 1=L.

i=1 i=1 =1
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On a donc égalité partout et ainsi f(sL;) = ¢(sL;) = 1 pour tout 1 < i < £. Puisque f est un (s, t)-
flot,onal= f(sL;) = f(6(L;)) = f(6F(L;)). Puisque f est entier, il existe alors exactement un
arc sortant e; de L; tel que f(e;) = 1. On pose e; = L;H;,. On définit le conseil d’administration
par I’ensemble des habitants Hj ,..., H;, ou Hj, représente L; pour tout 1 < ¢ < £. Puisque f
est un (s,t)-flot réalisable et que chaque habitant appartient & exactement un parti, on a

1= f(LiHj,) < f(6~(Hy,)) = f(07(H;,)) = f(Hj Py, ) < c(Hj, Py, ) = 1.

On a donc égalité partout et ainsi f(a) = 0 pour tout a € 6~ (Hj,) \ {L;H;,} et alors I'habitant
Hj, représente uniquement la ligue L;. De plus, on a f (Hjiiji) = 1. Pour tout 1 < k£ < p,
puisque f est un (s, t)-flot, on a

Y FHP) = f67(R) = F(67(P) = f(Pet) < uge
k=k;

Ainsi le nombre de représentants appartenant au parti Pj est au plus uy. Le conseil d’adminis-
tration défini ci-dessus vérifie donc bien toutes les contraintes de I’énoncé. H

Exercice 270 Les agents immobiliers de Grenoble se concertent dans le but de mazimiser le
nombre total de ventes d’appartements la semaine prochaine. Il y a m agents immobiliers no-
tés {I1,...,In}, p acheteurs potentiels notés {Hy,...,H,}, et n appartements en vente notés
{Py,...,P,}. Chaque agent I; a un ensemble K; de clients inclus dans l’ensemble des acheteurs
potentiels, un ensemble L; d’appartements en vente pour lesquels il est mandaté, et un nombre
mazimum a; de ventes autorisées dans la semaine. Un agent peut persuader n’importe lequel de
ses clients d’acheter n’importe lequel des appartements dont il est mandataire. Un acheteur peut
étre client de plusieurs agents et un appartement peut étre mis en vente chez plusieurs agents.
Un acheteur veut acheter au plus un appartement, un appartement peut étre vendu & au plus
un acheteur et une méme vente ne peut pas étre réalisée par deux agents différents. Modéliser le
probléme de maximisation du nombre total de ventes comme un probléme de flot dans un réseau.
Indication : Le réseau aura 2m + p + n + 2 sommets.

Solution Pour modéliser ce probléme on introduit I'instance de flot R = (G = (V, A), s,t,¢) ou
V={st,1;I[,Hj, P, :1<i<m,1<j<p1<k<n},
A= {SHj 1<y Sp}U{H]IZ,IZIZI,IZIPk 1< < m,Hj e K;, P, € LZ}U{Pkt 1<k < n},
c(LI]) = a; pour 1 <i < m et c(e) =1 pour tout autre arc e.

Nous allons montrer que Fr est égal au nombre maximum M de ventes qui respectent les

contraintes décrites dans 1’énoncé.

Montrons tout d’abord que Fgr > M. On prend donc un ensemble de M ventes {71, ...,Ty}
qui respectent les contraintes. La vente Tj consiste en un acquéreur Hj,, un agent I;,, et un
appartement Py, ou H;, € K;, et P, € L;,. De plus, le nombre w; de ventes réalisées par ’agent
I; est inférieur ou égal & a; pour ¢ € {1,...,m}. A partir de cet ensemble de ventes on définit
une fonction f sur les arcs de G de la maniére suivante.

f(Sng) = f(HjZIie) = f(Izlngl) = f(Pth) =1 pour ¢ € {1, e ,M},
F(LI]) = w; pour i € {1,...,m},
f(e)=0 pour tout autre arc e de G.

Nous allons maintenant vérifier que la fonction f est un (s,t)-flot réalisable de valeur M dans

R. Chaque vente Ty correspond & un (s,t)-chemin dans G, & savoir S,ijfz‘p]{lapke,t, qui
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envoie une unité de flot de s a t ce qui coincide avec la définition de f. Par conséquent, f est
un (s,t)-flot. Puisque f(I;I]) = w; est le nombre de ventes réalisées par I'agent I;, on a bien
F(LID) = w; < a; = ¢(LI]) pour i € {1,...,m}. Puisque pour tout autre arc e de G, on a
0 < f(e) <1=c(e), f est réalisable. De plus, on a

M
Fr > wal(f) = f(67(s)) =Y f(sH;) =Y f(sH;) =) 1=M.

j=1 /=1 (=1

Montrons maintenant que Fr < M. Par I'Exercice 264] il existe dans R un (s,t)-flot f,
réalisable, entier, et de valeur F'r. Par la définition de ¢, on a

f(LID) <a; pourie{l,...,m} (2.86)

et f(e) est égal & 0 ou 1 pour tous les autres arcs de G.

On définit 'ensemble @) des acquéreurs et ’ensemble U des appartements vendus :

Q: {H] : f(SHj) = 1,j c {1,...,]9}} et
U={P.: f(Pul) =1,k €{l,....n}}.

Puisque f est un (s,t)-flot, on a

f(sHj) = [f(67(Hy)) = f(67(Hy)), (2.87)
FOO7(P) = (67 (Br) = f(Pyt). (2.88)

Si H; € @, alors il existe, par (2.87) et la définition de @), un unique arc e; sortant de H; tel
que f(ej) =1 et tous les autres arcs sortants de H; ont une quantité de flot nul. Par la définition
de G, on aej = H;I;; ot H; € K;; et i; € {1,...,m}. Ceci signifie que I'acquéreur H; achétera
un appartement par I'intermédiaire de I'agent I;; dont H; est client. Si H; ¢ Q, alors tous les
arcs sortants de H; ont une quantité de flot nul.

Si P, € U, alors il existe, par (Z88) et la définition de U, un unique arc e entrant de Py tel
que f(ex) = 1 et tous les autres arcs entrants de Py ont une quantité de flot nul. Par la définition
de G, on a ¢, = I{kPk ou P, € L, et iy € {1,...,m}. Ceci signifie que I"appartement P} sera
vendu par l'intermédiaire de I'agent I;, qui est mandataire de Py. Si Py ¢ @, alors tous les arcs
entrants de P, ont une quantité de flot nul.

Puisque f est un (s,t)-flot, on a pour i € {1,...,m},

Y JHL) = (6T I) = [T (1) = FII) = F67 (1)) = fEHID) = Y P
ey ey

Ce qui montre que 'agent I; servira d’intermeédiaire pour f(I;I]) acquéreurs pour la vente de
f(I;I) appartements. Notons que le flot f n’indique pas quel appartement est acheté par quel
client. Ainsi, puisque 'agent I; peut persuader n’importe lequel de ses clients d’acheter n’importe
lequel des appartements dont il est mandataire, il peut apparier les f(I;I]) acquéreurs et les
f(I;I]) appartements & son gré. De plus, par (286, I'agent I; respecte le nombre maximum de
ventes autorisées. O

Exercice 271 On wveut modéliser le probleme de la constitution des jurys de soutenances de
projet des étudiants. Chaque étudiant E; (1 < i < n) doit présenter son projet indwviduel Q;
devant un jury constitué de professeurs appartenant a l’ensemble {Py,..., Py} des professeurs
disponibles pour les soutenances. Pour chaque projet Q;, chaque professeur P; est ou mon un
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expert du sujet, c’est-a-dire que pour tout 1 < i < n, {Py,..., Py} est partitionné en deux
ensembles X; et N; respectivement, ensemble des professeurs qui sont experts du projet QQ;, et
ensemble des professeurs qui ne le sont pas. Chaque étudiant E; doit présenter son travail devant
x1 professeurs qui sont experts de Q; et xo qui ne le sont pas. Chaque professeur P; (1 < j <
m) peut participer a au plus a; soutenances. Modéliser le probleme de la constitution des jurys
(quel professeur participera & quelles soutenances) comme un probléme de flot dans un réseau.
Indication : Le réseau aura 3n +m + 2 sommets.

Solution Pour modéliser ce probléme on introduit I'instance de flot R = (G = (V, A), s,t,¢) ou
V = {s,t, E;,Q}, :1<i<n,1<j<m},
A={sE;, EQ,E QZ,Q} Q2P 1 1<i<n,Pj€ X;, P € NjJU{Pjt:1<j<m},
c(sE;) = x ou x = 1 + X9, c(EiQ}) =1, c(EiQ?) = x9, pour 1 <i < n, ¢(Pjt) = a;
pour 1 < j <m et ¢(e) =1 pour tout autre arc e.
Nous allons montrer qu’il existe un (s,t)-flot réalisable de valeur nx dans R si et seulement si
il est possible de constituer les jurys de soutenances de projet des étudiants en respectant les

contraintes décrites dans I’énoncé.

Montrons tout d’abord que la condition est nécessaire. On suppose donc que les professeurs
disponibles peuvent étre affectés aux soutenances de fagon convenable. On a ainsi pour 1 < ¢ < n,
deux sous-ensembles disjoints 73@-1 et 731-2 de {P1,..., P} qui constituent le jury de la soutenance
du sujet Q;, Pl et 7322 contenant respectivement des experts et des non-experts du sujet ;. A

(2
partir de cette affectation on définit une fonction f sur les arcs de G de la maniére suivante.

f(sE) = z f(EQY) =z, f(EiQ?) =22 pourl<i<n,
f(QfP]) =1 sinGPik, et 0 sinon pour 1 <i<n,1 <k<2,
f(Pit)y = |{i:P;ePUP?} pour 1 < j <m.
Nous allons maintenant vérifier que la fonction f est un (s,¢)-flot réalisable de valeur na dans
R.
Puisque © = z1 +2, |P}| = 1, [P?| = 29, et f(Pjt) = |{i : Pj € P}UP?}|, f est un (s, t)-flot.
En effet, on apour 1 <i<n,1 <k<2,et1<j<m,

FOT(E) = [fGE)=2=x+2 = f(EQ})+ [(EQ?) = f(0T(Ey)),
F67(QF) = fEQ)) =z, =P = f0T(Q})),
FO7(P) = [i:PePlUP} = f(Pit) = f(6T(F))).

f(o

Puisque f(sE;) = c(sEq), f(EiQf) = c(EB:QF), F(QfPj) < 1 = c(QFFy), f(Pjt) = [{i : P
Pl UP?} < a; = c(Pjt), on obtient que f est réalisable.

De plus, val(f) = f(5*(s)) = S, f(sEy) = na.

Montrons maintenant que la condition est suffisante. On suppose donc qu’il existe un (s, t)-
flot réalisable f de valeur nz dans R. Puisque cap(6*(s)) = Y., c(sE;) = nz, et par 'Exercice
253(c), f est de valeur maximum. Par ’Exercice 264 on peut supposer que f(e) est un nombre
entier pour tout arc e de G. Alors f(QfP]) vaut Ooulpour 1 <i<n,1<k<2etl<j<m.
Ainsi nous pouvons définir une affectation des professeurs aux les jurys : un professeur P; est
affecté au jury de soutenance du sujet @); si et seulement si f(QfP]) = 1 pour k£ = 1 ou 2. Notons
que, par la définition de GG, exactement un parmi QZIP] et QfP] est un arc de G. Puisque f est
réalisable et val(f) = nx, on a

nx = val(f) = Z f(sE;) < Z c(sE;) = nx.
i=1 i=1
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Par conséquent, on a égalité partout dans la formule ci-dessus, ainsi f(sE;) = = pour tout
1 <4 < n. Alors, puisque f est un (s, t)-flot réalisable, par la définition de R et de z, on a

r = f(sEy) = f(07(Ey)) = f(67(E))
= [(BQD) + [(EiQ}) < c(E:Q;) + c(EiQ7)

= I +x9 =21,

Par conséquent, on a égalité partout dans la formule ci-dessus, ainsi pour 1 <i<net 1l <k <2,

z = FEQY) = F67(QN) = f(6T @) = > f(QFP).

Qij €A

Puisque f(QfPJ) vaut 0 ou 1 pour 1 < i < n,1 < k <2 et 1 < j < m, ona que x1,
respectivement xo, professeurs sont affectés au jury de soutenance du sujet (J; comme experts,
respectivement non-experts, de ;. Les jurys définis ci-dessus vérifient bien toutes les contraintes
de I’énoncé. n

Exercice 272 (Exploitation d’une mine a ciel ouvert)

Le directeur d’une entreprise voudrait exploiter une mine a ciel ouvert en procédant o des extrac-
tions par blocs et en maximisant le profit. Soit B = {Bi, ..., By} 'ensemble des blocs exploitables
de la mine. On connait pouri € {1,...,b}, le profit p(B;) lié a l'extraction du bloc B; et l’ensemble
D; des blocs situés juste au-dessus du bloc B;. La valeur p(B;) peut étre positive ou négative, elle
dépend du cott de ’extraction du bloc B; et de la richesse de son contenu, on note P l’ensemble
des blocs de profit positif et N celui des blocs de profit négatif ou nul. Un sous-ensemble S de
B est dit extractable si pour chaque bloc B; de S, 'ensemble D; des blocs situés juste au-dessus
de B; appartiennent aussi a S; le profit de S est égal & la somme des profits des blocs dans S.
Pour un exemple, voir la F1G. [2133. Modéliser le probleme de la détermination d’un ensemble
de blocs extractable de profit maximum comme un probléeme de coupe dans un réseau.

1

1 -
-2 3 -1

FIGURE 2.133 — Exemple de I’ensemble des blocs d’une mine et de leurs profits.

Solution Pour modéliser ce probléme on introduit I'instance de flot R = (G = (V, A), s,t,¢) ou
V= {Bl,... ,Bb,S,t},
A= {SBZBZ S P}U{BZB] :Bj EDi}U{Bjt:Bj EN},
C(BiBj) = oo si Bj € D;, C(SBZ‘) = p(BZ) siB; € P, C(Bjt) = —p(Bj) si B; € N.

Pour un exemple, voir F1G. 2.1341

|

1 -
-2 3 -1

FIGURE 2.134 — Construction du réseau associé a 'exemple de la Fia. 221331
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Notons que, par construction, pour tout sous-ensemble S de B, on a cap(S U {s}) = oo si et
seulement si S n’est pas extractable. Pour un exemple, voir FiG. [2.133]

F1GURE 2.135 — Un ensemble de blocs extractable et la coupe associée.

Soit S un ensemble de blocs extractable. On a alors

cap(SUfs}) = 3 esB)+ Y eBity= Y pBI+ Y —p(B)

B;cP\S B;eNNS B,eP\S B;ENNS
= Z p(Bi) — Z p(Bi)) — ( Z p(Bi) — Z p(B;))
B;eP B;ePNS B;eS B;ePNS
= Z p(Bi) — Z p(B;).
B;eP B;eS

Puisque ) p pp(B;) est une constante, maximiser ) 5 o p(B;) revient & minimiser cap(S U
s1). Par 'algorithme d’Edmonds-Karp FI1G! on peut trouver une (s, t)-coupe de capacité
{s}) g D P , P D

minimum dans R, donc un ensemble de blocs extractable de profit maximum. 0

Exercice 273 (Calcul distribué sur un ordinateur a deux processeurs)

On voudrait distribuer les modules My, ..., M,, d’un programme sur un ordinateur & deux pro-
cesseurs Py et Py en minimisant le codt total de traitement des modules et de communication
entre processeurs. On connait par avance d’une part pour chaque module M;, le coit wi1 de son
traitement sur le processeur Py, et wi2 celui sur Py ; d’autre part pour chaque paire {M;, M;} de
modules, le colt p;; de communication entre processeurs si M; et M; sont affectés a des proces-
seurs différents. Pour un exemple, voir la F1G. [2136. Modéliser ce probléme comme un probléme
de coupe dans un réseau.

colit de traitement colit de communication
My My Mz M,
My My Ms M,y M, O 5 1 1
P 4 4 1 2 My 5 0 1 1
P 1 2 4 4 Ms 1 1 0 5
My 1 1 5 0

FIGURE 2.136 — Exemple de I’Exercice 273l avec quatre modules.

Solution Pour modéliser ce probléme on introduit I'instance de flot R = (G = (V, A), s,t,¢) ou
V= {Ml,...,Mm}U{S :Pl,t:P2}7
A= {SMZ‘,MZ'MJ',MZT 11,J € {1, ce ,m},i 75 ]},
c(sM;) = w}, co(M;M;) = c(M;M;) = pij, c(M;t) = w? pour 4,5 € {1,...,m}.

Pour une illustration, voir le réseau de gauche dans la Fic. 2131
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FIGURE 2.137 — A gauche : Construction du réseau R associé a I’exemple de la Fic. 2136l A
droite : aide & la compréhension de la capacité d’une (s, t)-coupe de R. Les arcs symétriques sont
remplacés par une aréte.

Soient T3 et T5 les ensembles de modules traités respectivement sur P; et P». Par la Remarque

I8 on a alors

cap(T,U{s}) = D clsMi)+ > o(Mjt)+ > o(M;M)

M;eT: M;€eT, M;eT, M;eT,
— 1 2
= > wi+ Y wi+t > Pij
M;eT: M; €T, M;eTy,M;eTs

qui est le cofit total & minimiser. Par Edmonds-Karp on peut trouver une coupe de capacité
minimum, donc une solution optimale. O

Exercice 274 (Segmentation des images)

Nous devons diviser une image en régions cohérentes, autrement dit, distinguer les objets du fond
de l'image. Chaque élément i de l’ensemble P des pixels de limage, appartient a un objet avec
vraisemblance p; > 0 et appartient au fond de l’image avec vraisemblance q¢; > 0. On a aussi
une fonction symétrique r(i,j) > 0 de pénalité de séparation pour chaque paire {i,j} € E ou E
est l’ensemble des paires de pizels voisins. Pour la définition du voisinage d’un pizel, voir FIG.
[Z138. 11 s’agit de trouver une partition {S,T} de P qui maximise

dori+d a— Y, r(i))
€S JjeT i€S, jJeT
{i.jteB

Modéliser ce probléeme comme un probléeme de coupe dans un réseau.

FIGURE 2.138 — Exemple de I'ensemble des voisins d’un pixel.

Solution Pour modéliser ce probléme on introduit 'instance de flot R = (G = (V, A), s,t,¢) ou
V =PU{s,t},
A= {ij,ji: {i,j} € EYU{si:ie P}U{jt:je P},
c(st) = p;, c(it) = q;, pour tout i € P, et c(ij) = r(i,7) pour tout autre ij € A.
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Pour une illustration, voir le réseau de gauche dans la Fi1aG. 2.139

r(i,7)

FIGURE 2.139 — A gauche : Construction incompléte du réseau R associé a I'exemple de la
Fic. 2138 A droite : aide a la compréhension de la capacité d'une (s,t)-coupe de R. Les arcs
symétriques sont remplacés par une aréte.

Soient S un ensemble de pixels et T'= P\ S. Par la Remarque [[18 on a alors

cap(SU{s}) = D c(si)+ > cGt)+ > clif)

€T Jj€eS €S, jeT
ijeA
= Y pi+d g+ >, r(ij)
€T Jj€eS €S, jeT
ij€A
= > ita)-O pi+Y qg— >, r(i.j).
iep ieS jeT ies, jeT

ijEA

Puisque ) ;. p(p; + ¢i) est constante, maximiser

Yoty ¢— » r(ij) (2.89)
€S JET €S, jeT
{ijlek

revient & minimiser cap(S U {s}). Par I'algorithme d’Edmonds-Karp F1G[ZT25, on peut trouver
une (s,t)-coupe S de capacité minimum dans R, donc une partition {S,7 = P\ S} de P qui

maximise (2.89). O

2.14.2 Circulations

Etant donné un graphe orienté G = (V, A), une fonction réelle z sur A est une circulation
si la contrainte de conservation du flot est satisfaite par tous les sommets de G, c’est-a-dire si on
a

(0T () = z2(6(v)) pour tout v € V. (2.90)
Un circulation x est dite entiére si z(a) est un nombre entier pour tout arc a de G.

Exercice 275 Montrer que x est une circulation dans un graphe orienté G = (V, A) si et seule-
ment st on a

(67 (Z)) = 2(67(2)) pour tout Z C V. (2.91)
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Solution Montrons tout d’abord que la condition est nécessaire. Supposons que (2.90) est sa-
tisfait. Alors, d’aprés I’Exercice 251}(a), on a pour tout Z C V,

2(67(2)) —2(57(2)) = Y («(67(v)) —2(67 () = Y _0=0,

veZ vEZ

et ainsi (Z.9]]) est satisfait.

Montrons maintenant que la condition est suffisante. Supposons que (2.91]) est satisfait. Alors

pour tout v € V, ([2.91]) appliqué & Z = {v} donne (2.90]). 0

Etant données deux fonctions réelles b et ¢ sur A, la fonction z sur A est dite (b, ¢)-réalisable
(ou réalisable §'il n’y a pas d’ambiguité) si on a

ble) < z(e) < cle) pour tout e € A. (2.92)

Etant donnés un graphe orienté G = (V, A) et deux fonctions réelles b et ¢ sur A, on dira que
(G, b, c) est une instance de circulation.

Exercice 276 Le but de cet exercice est de démontrer le Théoréme de Hoffman (voir F1G 2.140).

Pour toute instance de circulation (G = (V, A),b,c), il existe une circulation (b, c)-réalisable
dans G si et seulement si

c(e)
c(6%(2))

b(e) pour tout e € A, (2.93)
b(0~(Z)) pour tout Z C V. (2.94)

VvV 1V

FIGURE 2.140 — Théoréme de Hoffman

On commence par vérifier que les conditions ([2.93)) et ([2.94) sont nécessaires.

(a) Montrer que si une circulation (b,c)-réalisable existe dans G, alors (293) et ([2.94]) sont
satisfaites.

Dans la suite de l'exercice on suppose que (293) et [2.94) sont satisfaites. La démonstration de
Pexistence d’une circulation (b, c)-réalisable dans G se fait par récurrence sur le nombre £ d’arcs
non-serrés, ot un arc e est serré si b(e) est égal a c(e).

(b) Montrer que si ¢ = 0, alors en posant x(e) = b(e) pour tout e € A, on obtient une
circulation (b, c)-réalisable x dans G.

On suppose que les conditions du théoréme de Hoffman sont suffisantes pour un £ > 0 et on
considére une instance (G, b, ¢) qui vérifie les conditions (2.93) et (2.94]) et dont le nombre d’arcs
non-serrés est égal a £+1 > 1. Soit a un arc non-serré de G. Soient V' et ¢ deuz fonctions réelles
sur A qui vérifient les conditions suivantes :

b(e) = b(e) et d(e) = c(e) pour tout e € A\ {a}, (2.95)
b(a) <b'(a) < d(a) < c(a), (2.96)
d(6T(2)) > (67 (2)) pour tout Z C 'V, (2.97)
d(a) — V' (a) est minimum. (2.98)
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(c) Montrer que V' et ¢ existent et que linstance de circulation (G,V, ") vérifie la condition

(2.93)

(d) Montrer que si /(a) — b'(a) # 0, alors on aboutit & une contradiction de la maniére
sutvante.
(i) Montrer qu’il existe Z,Z' C 'V tels que

a€d (Z) et d(06T(2) =V (2)), (2.99)
a€dt(Z) et J(6T(Z2))=0b(6(Z))). (2.100)
(11) Montrer que (¢ —b')(6(Z,Z")) > 0.
(iii) En utilisant I’Exercice [I27, montrer que
d(67(2)) =¥ (07 (2)) +(67(2") =¥ (67 (Z)) =
d6TZnZ)) -V (ZnZN+ (6T (Zzuz))-b (6 (ZuZ))+(d -b)8(Z,2")).

(iv) Montrer que (i), (ii) et (iii) conduisent & une contradiction.

(e) Utiliser (d) et l’hypothése de récurrence pour conclure.

Solution (a) Supposons qu'il existe une circulation (b, ¢)-réalisable  dans G. Remarquons que

[292) implique ([2.93). Pour tout Z C V, par (Z91)) et ([2.92)), on a
c(67(2)) 2 2(67(2)) = =(67(2)) 2 b(d(2)),

et ainsi (Z04)) est satisfait.

Montrons maintenant que les conditions ([2.93]) et (2.94]) sont suffisantes. Supposons que (2.93)
et (2.94]) sont satisfaits. On va construire une circulation (b, ¢)-réalisable dans G.

(b) Puisqu’on a supposé que £ = 0, on a x(e) = b(e) = c(e) pour tout e € A. Pour chaque
Z CV, par (294)), on a alors

2(67(2)) = (07(2)

Z)) = b(6-(2))
b(6~(V'\ 2))

=xz(6"(2))
)) = b(d7(2))

=2(07(V\ 2)) = (07 (V\ 2))
)) = x(67(2)).

A\
N IV

On a donc égalité partout, en particulier on a x(67(Z)) = z(6(Z)) (et ainsi (Z90) est satisfaite).
Puisque b(e) = z(e) = c(e) pour tout e € A, ([2.92) aussi est satisfaite, = est donc une circulation
(b, ¢)-réalisable.

(c) Puisque b et ¢ vérifient (2.95]), (2.96), et 2.97), V' et ¢’ existent. Par (298] et (Z.93)) pour

b,c et les arcs e € A\ {a}, et par (Z96) pour a, (Z93) est satisfait par V' et .

(d) Supposons que ¢ (a) — V' (a) # 0.

(i) Par (2.98)), on ne peut pas augmenter ¥’ (a) sans violer (Z.97]), il existe donc Z C V tel
que a entre dans Z et Z vérifie (2.97) avec égalité. On a obtenu que Z vérifie (2.99]). Similairement,

par (Z98)), on ne peut pas diminuer ¢'(a) sans violer (Z97), il existe donc Z' C V tel que a sort
de Z' et Z' vérifie (2.97) avec égalité. On a obtenu que Z’ vérifie (Z100).

(ii) Par (299, (2.96), et (2.93), on a ¢/(e) > b/(e) pour tout e € A, et, par hypotheése,
on a d(a) > b/'(a). De plus, ([Z299) et 2I00) impliquent que a € 6(Z,Z"). En conclusion, on a
bien (¢ —¥')(6(Z,2")) > 0.
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(iii) En utilisant 'Exercice 127 pour Z et Z’, d’abord avec ¢ et ensuite avec b, on
obtient :

(6T(2) + (6T (Z) = d(6T(ZNZ)) + T (Z 0z +6(Z,2),  (2.101)
V(6 (2)+ V(6 (2) = V@ (ZNZ)+V (6 (ZUZ)+V(5(2,2)). (2.102)

En soustrayant (2.102)) a (2.101]), on obtient I’égalité voulue.
(iv) Par les égalités de (2.99), (2I100), et (iii), et I'inégalité (Z97) appliquée d’abord a

ZNZ et ensuite & ZU Z', et aussi par (ii), on a la contradiction suivante :

0 = (d(07(2)) = V(07(2))) + (<(67(2) = V'(67(2"))
= (d00T(ZnZ) -V~ (ZnZ)))+(d(67(Z2VZ)) - V(6 (Z2UZ")
+(d =1)(0(2,2')
> 0.

(e) Par (c) et (297), l'instance de circulation (G, V', ) vérifie ([2.93)) et ([2.94). Par (d), on a
d(a) —b'(a) = 0, ainsi a est devenu serré dans (G,b, ) et les autres arcs serrés dans (G,V, )
sont exactement les arcs serrés dans (G, b, ¢). Le nombre d’arcs non-serrés de (G, b, ) est donc
égal & ({ + 1) —1 = £. Alors, par 'hypothése de récurrence, il existe une circulation (¥, ¢)-
réalisable 2’ dans G. Puisque b < V' et ¢ < ¢, 2/ est aussi une circulation (b, ¢)-réalisable dans
G. En conséquence, les conditions (2.93) et (2.94]) du théoréme de Hoffman sont suffisantes pour
£+ 1, et donc, par récurrence, pour tout £.

Ainsi le théoréme de Hoffman (F1G[2.140) est démontré. O
Exercice 277 Le but de cet exercice est de démontrer que le théoreme de Hoffman (F1G [2140)
implique le théoréme de Ford et Fulkerson (F1G. 2 118).

Soit R = (G = (V, A), s,t,c) une instance de flot. Soit R = (G',b', ) linstance de circulation
obtenue a partir de R de la fagon suivante : G' = (V, AU {ts}), V/(e) = 0 et (e) = c(e) pour
chaque e € A, et b/ (ts) = (ts) = Cr.B Pour une illustration, voir les réseaus de la FIG. [217])

(a) Montrer qu’il existe une circulation (V',c)-réalisable ' dans R’ en utilisant le théoréme
de Hoffman.

On définit une fonction f sur les arcs de G : f(a) = 2'(a) pour tout a € A.

(b) Montrer que f est un (s,t)-flot c-réalisable de valeur Cr dans R.
(¢c) En déduire le théoréme de Ford et Fulkerson (F1c. 2ZI18).

(3,3)

FIGURE 2.141 — Une instance de flot R = (G, s,t, ¢) telle que Cr = 3 et I'instance de circulation
associée (G, V', ).

2. On rappelle que Cg est la capacité minimum d’une (s, ¢)-coupe dans R.
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Solution (a) Par I'Exercice 276, il suffit de vérifier que les conditions (2.93) et (2.94]) sont
satisfaites par R’. Puisque b/(e) = 0 < ¢(e) = /(e) pour tout e € A et V/(ts) = /(ts), on a que
R’ satisfait ([2.93)). Soit Z C V. Par définition de G’,Cr, , ¢, et b/, si Z est une (s, t)-coupe, alors

on a (ZI03), sinon on a (Z104) :

c'(ég,(Z)) = (o
d008(2)) = c(65(2))

Cr="0(ts) =b'(65(2)), (2.103)
0="0'(6c(2)), (2.104)
et ainsi R satisfait (2.94]).

(b) On va montrer consécutivement, que f est un (s,t)-flot dans R, que f est c-réalisable
dans R, et que la valeur de f est égale & Cp.

Par la construction de G’, la définition de f, et puisque z’ est une circulation dans R’, on a

F(65()) = 2'(84(v)) = 2’ (65 (v)) = f(dg(v)) pour tout v € V'\ {s,t},
donc f satisfait (2.64]), et ainsi f est un (s, t)-flot dans R.
Puisque 2’ est (b, ¢)-réalisable dans R’, par définition de ¥, f, et ¢/, on a
0="V(a) <2'(a) = f(a) = 2'(a) < (a) = c(a) pour tout a € A

donc f satisfait (2.65]), et ainsi f est c-réalisable dans R.
Par la construction de G’, la définition de f, par (290) pour 2/, et (Z62]), on a

val(f) = f(‘SE;L(S)) = xl((%/(s)) = x'(é&,(s)) = a/(ts). (2.105)
Par définition de b’ et ¢/, et par (293) pour 2/, on a
Cr =¥(t5) < a'(ts) < ¢(ts) = O,

ainsi 2’(ts) = Cg. Alors, par (2100, la valeur de f est égale a Cg.
(c) Par (b), f est un (s,t)-flot c-réalisable dans R de valeur Cr. Par I’Exercice 253(b), on a

Cr = val(f) < Fp < Cr.B

On en conclut qu’il y a égalité partout, en particulier, on a Fr = Cg, ce qui est exactement le
théoréme de Ford et Fulkerson (Fic. 2Z118). O

Exercice 278 Le but de cet exercice est de démontrer que le théoréme de Ford et Fulkerson
(F1c. 22118]) implique le théoréme de Hoffman (Fic[2Z140).
Soit R = (G = (V, A),b,c) une instance de circulation. On définit B(v) = b(d5(v)) — b(35(v))
pour tout v € V, et 3(Z) = ., B(v) pour tout Z C V.

(a) Montrer que B(Z) = b(65(Z)) — b(85(Z)) pour tout Z C V.

(b) Montrer que si B(v) =0 pour tout v € V, alors b est une circulation (b, c)-réalisable.
On définit S ={veV:p(v) >0} etT ={veV:pw) <0}

(c) Montrer que B(S) = —3(T).

3. On rappelle que Fg est la valeur maximum d’un (s,t)-flot c-réalisable dans R.
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Soit R = (G',s,t,d) une instance de flot obtenue a partir de R de la fagon suivante :
G =(VU{st},AU{sv:ve Stu{ut:ueT}), d(sv) = B(v) pour tout v € S, ' (ut) = —p(u)
pour tout uw € T et ¢ (a) = c(a) — b(a) pour tout a € A. Pour une illustration, voir les réseauz de

la F1G. 2173

(d) Utiliser le théoréme de Ford et Fulkerson (F1G[ZT40) pour montrer que si les conditions
293) et 294) de Hoffman sont satisfaites, alors il existe un (s,t)-flot ¢ -réalisable f dans
R’ de valeur B(S).

(e) Montrer que f(sv) = B(v) pour tout v € S et que f(ut) = —B(u) pour tout u € T.
On définit la restriction de f a A : fla(a) = f(a) pour tout a € A.

(f) Montrer que x = b+ f|a est une circulation (b, c)-réalisable dans R.
(9) En déduire le théoréme de Hoffman (F1c [2ZT40).

1 (0,3) 0 1

2]4) l2) s

2 (1,4) -3 2

FIGURE 2.142 — Une instance de circulation R = (G, b, c), avec pour chaque sommet les valeurs
de ( et une couleur : gris foncé pour S, gris clair pour T', et noir pour V'\ (SUT); et I'instance
de flot associée R’ = (G, s,t, ).

Solution (a) Pour tout Z C V, par I'Exercice 25]], on a

B(Z) =Y (b(655 () = b(55(v))) = b(35(2)) — bS5 (2)).

veZ

(b) Si B(v) = 0 pour tout v € V, alors b satisfait (2.90), et ainsi b est une circulation.
Par (2.93), on a b(e) < b(e) < c¢(e) pour tout e € A, donc b satisfait aussi (2.92)), ainsi b est
(b, c)-réalisable.

(c) Puisque dans G aucun arc n’entre ou sort de V', par (a), et par le fait que {S, 7, V' \ (SUT) }
est une partition de V' et que S(v) = 0 pour tout v € V'\ (SUT), on obtient 3(S) = —5(T) :

0 = b(dg(V)) —b(05(V) = B)

veV

= D B+ > B+ > B)=B(S)+B(T).

veS veT veV\(SUT)

(d) On remarque que, par ’'Exercice 253|a), on a

Fre <capp({s}) = Y d(a)=)_ B(v)=B(Y). (2.106)

aeg;/ (s) veS

Soit Z U {s} une (s,t)-coupe dans R'. Alors, par la Remarque [[Tg] la définition de ¢, le fait que
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B(v) =0 pour tout v € Z\ (SUT), (a), et (2.94), on a
capr/ (ZU{s}) = d(05(ZU{s}))

= Z d(sv) + Z d (ut) + Z d (uv)

vES\Z u€ZNT wesE(Z)
= ) B+ Y. —Bu)+(c—b)(55(2))
veS\Z ueZNT
= B(S\Z)-B(ZNT)+ (c—b)(65(2))
= B(S)-B(ZNS)=B(ZNT)=B(Z\(SUT)) + (c—b)(65(2))
= B(S) = B(Z) + (c = b)(65(2))
= B(S) = (0(65(2)) = b(65(2))) + (c(65(2)) — b(65(2)))
= B(S) +c(65(2)) —b(65(2))
> B(9).

On en conclut que Cr > [(5). Ainsi, par (2.100) et le théoréme de Ford et Fulkerson (Exercice

254), on a
B(S) = Fr = Cr = B(9).

On a donc égalité partout, en particulier, 3(S) = Fg/, c’est-a-dire qu’il existe un (s, t)-flot /-
réalisable f dans R’ de valeur 3(S).

Pour une illustration du calcul de la capacité de Z U {s} dans R/, voir la F1G. 2,143

FIGURE 2.143 — Une (s,t)-coupe Z U {s} dans R’ de la F1G. 2142

(e) Puisque
B(S) =val(f Zf sV) Zc’(sv):Zﬁ(v) =
veS veS veS

on a égalité partout et ainsi f(sv) = B(v) pour tout v € S. De méme, par (c) et 1'Exercice 252]
on a

—B(T) = B(S) = val(f) =Y _ flsv) =D flut) <D d(ut) = —Bu) = —(T),
ves ueT ueT ueT
donc f(ut) = —p(u) pour tout u € T.
(f) On vérifie d’abord la condition de conservation du flot (2.90) :
Cas1:veV\(SUT). On a alors

b(0E(w) = b(og (). (2.107)
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Donc, par la définition de z, la construction de G’, (Z.I07), et (2.64), on a

b(05(v)) + F (8¢ (v))

(b+f|A)(5§(v)) = b(05(v) + fla(05(v)) =
= b(0g(v)) + fla(dg(v))

= b(0g () + f(dci (v))
= (b4 fla)(6g(v)).

Cas 2 : v € S. Alors par (e), on a

o) = [flalg(v)) + f(sv) = fla(dg(v) + B(v), (2.108)
F©5 W) = fla(ds ). (2.109)

Donc, par (2.109), ([2.64), la définition de g, et (2.108), on a

b+ fla) (05 (v) = b(65(v) + fla(65(v) = b(3(v)) + (84 (v))
= b(05 () + [ (6 (v)) = (b(0g (v)) — B(v)) + (fla(6g (v)) + B(v))
= (b4 fla)(6g(v)).
Cas 3 : v € T. Alors par (e), on a
f(0c(v)) = fla(dg(v)), (2.110)
F6&w) = fla(db(w)) + f(vt) = fla(65(v)) — B(v). (2.111)

Donc, par la définition de 8, (2.111]), (2.64), et (2.110), on a

(b0 (v)) = B(v)) + (F(85 (v)) + B(v)))

b+ fla)(05@) = b5 w)) + fla0g () =
= b(0g(v)) + fla(6g(v))

= b(0g(v)) + f(dg(v))
= (b4 fla)(dg(v).

En conclusion des Cas 1, 2, et 3, b+ f| 4 satisfait (2.90) dans G.

Maintenant on vérifie la condition de réalisabilité (Z92) : puisque f est ¢/-réalisable, par les
définitions de ¢ et f|4, et par (2Z.65]) pour ¢, on a pour tout a € A, 0 < f(a) < d(a) = ¢(a)—b(a),
ce qui implique que b(a) < (b+ f|a)(a) < c(a). Ainsi b+ f|a satisfait (2.92) dans R.

On en conclut que = = b+ f|4 est une circulation (b, c)-réalisable dans R.
(g) Si les conditions (2.93) et (2.94) de Hoffman sont satisfaites, alors, d’aprés (d), il existe

un (s,t)-flot -réalisable f dans R’ de valeur 3(S). Par (f), x est une circulation (b, ¢)-réalisable

dans R. O
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ALGORITHME CIRCULATION

Entreée : Une instance de circulation R = (G = (V, A),b,¢), avec b < c.

Sortie : Une circulation (b, ¢)-réalisable = dans R ou un certificat qu’il n’y en a pas,
c’est-a-dire une coupe Z de G violant la condition (2.94]) de Hoffman.

Etape 0 : B(v) := b(d (v)) — b(6f;(v)) pour tout v € V,
S:={veV:pw) >0},T:={veV:pv) <0}
Etape 1: Si S = () =T, alors x := b, STOP.
Etape 2 : Construire l'instance de flot R = (G',,s,t) (décrite dans I’énoncé de I’Exercice
278) :
G =VU{st},AU{sv:ve Stu{ut:ueT}),
d(sv) =pBw)siveS, d(ut)=—pF(u)siueT et d(a)=cla) —ba) siaec A
Etape 3 : Exécuter 'algorithme d’Edmonds-Karp (F1G.[2128]) pour trouver dans R’ un (s, t)-flot
-réalisable f de valeur maximum et une (s, t)-coupe Z' U {s} de capacité minimum.
Etape 4 : Si val(f) = capr/({s}), alors x := b+ f|a, STOP.
Etape 5: Z := Z’, STOP.

FI1GURE 2.144 — Algorithme Circulation. L’Exercice montre la validité de cet algorithme.

Exercice 279 Ezxécuter l'algorithme circulation (F1G[Z174) pour décider s’il existe une circu-
lation réalisable dans linstance de circulation de la F1G. [2.145

(0,3)

(1,4)

FIGURE 2.145 — Instance R de circulation de 'Exercice 279 Le couple associé & chaque arc a
représente (b(a), c(a)).

Solution Le déroulement des étapes de I’algorithme circulation (F1G 2.144) est représenté Fic 2146}
On voit a gauche, l'instance R’ de flot construite a I'Etape 2, au milieu le flot calculé a I’Etape 3
dont la valeur est égale a cap({s}), et & droite z = b+ f|4, une circulation (b, ¢)-réalisable dans

(0,3)
1 (1,1 04+0=0
S S (112) o]1) et
A (;g; 2+101
0
143=4

FIGURE 2.146 — Le déroulement des étapes de l'algorithme circulation sur l'exemple de la

Fic 2.1451
U
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Exercice 280 Euxiste-t-il une circulation réalisable dans les réseaux suivants ¢

(0,3) (2,4) (2,4)
(3 (12) 3) (8) (28) (249
(24) (1}2) (-2,-2) (—2,2) (1{3) (314)
(1,4) (0,1) (1,3)
(1,2) (1,2)
(1) (243) () (34)
(243) (243) (243) (243)
(k2) (1) (142 (O\)
(2,3) (1,2)
Solution On exécute l'algorithme circulation (F1c[2.144).
(a) z(e), c(e) fle) +aa(e)
(0,3) 0
(1,1 0 )
s (112) (01) t 3 1
(2,2 (O (3,3) 3
(3,3) 4
(b) (1,2) 3
(1,1 (14 (1,1) 1
s (0]0) (114) t 2 1
(02) ;
TRIR A O i :
A
(c) (2.2) .
OL" 1 (03)  (04)
s (212) (0}1)
(2,

(0,2)
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(d)

(0,1) 1
() (04) | (1) D 2
s L1 (1]1) t |3 3
04
Ay MY (071; \Y) ol Lot
(e)
(0,1) | 1 (1,2)
b o0 | e () (34
se23) (141) t-%é-c t(243) (243)
a9V oy | e ads| 19 4
(1,1) . 3 (1,2)

Exercice 281 Le but de cet exercice est de démontrer le Théoréme de Clirculation Entiere (voir

Fic 2I47).

Pour toute instance de circulation R = (G = (V, A),b,c) qui satisfait (2Z93) et
[294) et telle que b(a) et c(a) sont des nombres entiers pour chaque arc a de G,
il existe une fonction entiére qui est une circulation (b, ¢)-réalisable.

FIGURE 2.147 — Théoréme de Circulation Entiére

Solution Nous montrons que si b(a) et c(a) sont entiers pour tout a € A, alors 'algorithme
circulation (F1G.[2.144) construit une circulation (b, ¢)-réalisable entiére. Puisque b est une fonc-
tion entiere, B(v) = b(d;(v)) — b(6Z(v)) est entier pour tout v € V. Si on s’arréte a I'Etape 1,
alors z(a) = b(a) est entier pour tout a € A. Puisque b, ¢, et § sont des fonctions entiéres, on
a que (a) = c(a) — b(a) est entier pour tout a € A, /(sv) = B(v) est entier pour tout v € S
et d(ut) = —p(u) est entier pour tout u € T. Par I'Exercice 264, f(a) est entier pour tout
arc a de G'. Puisque R satisfait (Z.93]) et (2.94]), l'algorithme ne peut pas s’arréter a I’Etape 5.
L’algorithme s’arréte donc a I’Etape 4 avec la circulation (b, ¢)-réalisable x = b+ f|G et z(a) est
entier pour tout a € A. 0

Exercice 282 (Décomposition d’une circulation entiére en circuits)

Soient G = (V, A) un graphe orienté et = une circulation entiére dans G telle que x(a) > 0 pour
tout a € A. Montrer qu’il existe dans G un ensemble C de circuits élémentaires distincts, ainsi
qu’un ensemble {\c : C € C} de nombres entiers positifs tels que

Z Ao = z(a) pour tout a € A.

cecC
acA(C)

Solution On montre la propriété par récurrence sur m = |A|. Si m = 0 ou 1, alors il n’existe
pas de circulation positive. Si m = 2, alors une circulation positive z existe si et seulement si
G est un circuit C de longueur 2 et z a la méme valeur entiére, notée A¢, sur les deux arcs de
C. La propriété voulue est bien vérifiée. Supposons donc que la propriété est vraie pour toute
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circulation entiére positive d’'un graphe orienté dont le nombre d’arcs est strictement plus petit
que m (m > 3). Soit z une circulation entiére positive d’un graphe orienté G = (V, A) possédant
m arcs.

Nous allons tout d’abord montrer qu’il existe un circuit élémentaire dans G. Dans ce but, on
choisit un arc uv de G. Pour toute (v,u)-coupe X de G, puisque x est une circulation entiére
positive, on a z(6T(X)) = z(6 (X)) > x(uv) > 1, et ainsi d™(X) > 1. Donc, par les Exercices
et 129 il existe un (v, u)-chemin élémentaire P, dans G. Alors C* = P,,, + uv est un circuit
élémentaire de G.

Soit Ao = min{z(a) : a € A(C*)}. Soit Ag = {a € A(C*) : x(a) = Ac~}. On considére le
graphe orienté G’ = (V,; A’ = A\ Ap). Notons que, par la définition de A\c+, on a Ay # 0, et
ainsi |A’| < |A]. On définit la fonction 2’ sur A’ telle que 2'(a) = x(a) — A+ si a € A’ N A(C*)
et 2'(a) = x(a) sinon. Si A’ = (), alors A = Ay = A(C*), ainsi C = {C*} et {A\¢-} vérifient la
propriété voulue pour G et .

On suppose donc que A’ # (. Alors, par la définition de Ao+ et G’, 2’ est une fonction entiére
et positive. De plus, 2’ est une circulation dans G’. En effet, puisque dans G, x est une circulation
et C* est un circuit élémentaire, on a

7' (6L (v) = 2(65(v)) = 2(65(v)) = 2’ (65(v))  pour tout v € V' \ V(C*),
7' (04 (v) = (65 (v)) — Acw = (05 (v)) — Ac= = @' (65 (v))  pour tout v € V(C*).

Par 'hypothése de récurrence, il existe dans G’ un ensemble C’ de circuits élémentaires
distincts ainsi qu'un ensemble {A¢r : C' € C'} de nombres entiers positifs tels que

Z Aor = 7' (a) pour tout a € A’.
crec’
a€A(C")

Alors C =C'U{C*} et {\¢ : C € C} vérifient la propriété voulue pour G et x. En effet, puisque
Ag # D, on a C* ¢ (', ainsi les circuits dans C sont distincts. De plus,

Z Ac = Z Aor = 2/ (a) = x(a) pour tout a € A\ A(C),

ceC c'ec’
a€A(C) acA(C")
Z Ac = Ao+ + Z Aor = Ao+ + 2 (a) = z(a) pour tout a € A(C) \ Ao,
cec crec’
acA(C) acA(C")

Z Ac = Ao+ = z(a) pour tout a € Ayp.
ceC
acA(C)
on est la

Remarque 128 (Décomposition d’un (s,t)-flot entier en (s,t)-chemins et en circuits)

Soit f un (s,t)-flot entier dans un graphe orienté G = (V, A) tel que f(a) > 0 pour tout a € A.
Soient D le graphe orienté obtenu & partir de G en ajoutant un arc ts, et x la fonction sur
AU {ts} telle que x(a) = f(a) pour tout a € A et x(ts) = val(f). Puisque x est une circulation
entiere positive dans D et par I’Exercice 283, il existe dans D des circuits élémentaires distincts

{C1,...,Cy}, ainsi que des nombres entiers positifs Ay, ..., Ny tel que
Z Ai = z(a) pour tout a € A(D).
1<i<q

aEA(Ci)
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Alors, supprimant ’arc ts de chaque circuit C € C qui le contient, on obtient un ensemble

{@Q1,...,Qq} de (s,t)-chemins et de circuits, tous élémentaires et distincts, ainsi que des nombres
entiers positifs \i,...,\q tels que
Z Ai = f(a) pour tout a € A.
1<i<g
a€A(Q:)

2.14.3 Modélisation avec des circulations

Exercice 283 (Arrondis de matrice)

Etant donnée une matrice réelle M, il nous faut arrondir (vers la partie entiére inférieure ou
la partie entiére supérieure) chaque élément de M, ainsi que la somme de chaque ligne et la
somme de chaque colonne de maniére a ce que la somme des éléments arrondis de chaque ligne
et de chaque colonne soit égale a l'arrondi de la somme de la ligne, respectivement de la colonne.
Modéliser ce probléme par un probléme de circulation et résoudre lexemple M de la F1G. [2.1]8

0.33 044 1.24\ 2.01 0 0 1\ 2 1 0 1)\ 2
1.53 041 232/ 4.26 2 0 2)4 11 2/)4
1.86 0.85 3.56 2 14 213

FIGURE 2.148 — A gauche, un exemple de matrice M ; au milieu, des arrondis qui ne respectent
pas la contrainte ; a droite, des arrondis qui respectent bien la contrainte.

Solution Soient p et ¢ le nombre de lignes respectivement de colonnes de M. On note m;; les
éléments de la matrice M, A; la somme des éléments de la i-ieme ligne de M, x; la somme des
éléments de la j-iéme colonne de M, et 7 la somme de tous les éléments m;; de M, ot 1 <i <p
et 1 <j<gq.
Pour modeéliser le probléme on introduit l'instance R = (G = (V, A), b, ¢) de circulation ou
V = {ll,... ,lp} @] {Cl,... ,Cq} @] {51,52},
A= {Slli,liCj,CjSQ,Sgsl 1< <p,1 <5< q},
(LAl AT si a = s1l;,
(b(a), c(a)) = (Lmij |, [mi;]) S? a = licj,
(Ls5l, [551) Sl a = ¢j52,
(L7171 sl a = s251.

Pour 'exemple M de 'Exercice 283] I'instance de circulation associée est représentée FIG.

2.1491

0.33 044 1.24\ 2.01
1.53 041 2.32) 4.26
1.86 0.85 3.56

FIGURE 2.149 — A gauche, la matrice M de ’Exercice 283]; a droite, I'instance R de circulation
associée.

On remarque que I'arc s1l; correspond a la i-iéme ligne de M, I'arc [;c; correspond a I'élément
m;; de M, I'arc ¢jsg correspond a la j-ieme colonne de M. pour chaque arc a de G, les capacités
b(a) et c(a) sont égales aux arrondis bas et haut des éléments concernés.
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Nous montrons qu’il existe une circulation (b, c)-réalisable dans R. En effet, on définit une
fonction 2’ sur A de la maniére suivante :

)\i sia= Slli,
2(a) = my;  sia = licj,
Rj Sl a = CjS2,
T Sl a = $987.

Puisque > 7 |\, =7 = 23:1 Kjy, i = 23:1 m;j pour tout 1 <i <petr; => L, m; pour
tout 1 < j < ¢, on voit que 2’ est une circulation. Il est clair que 2’ est (b, ¢)-réalisable.

Puisque b(a) et c¢(a) sont entiers pour chaque arc a de G, et que 2’ est une circulation
(b, c)-réalisable dans R, par I'Exercice 281 il existe dans R une circulation z, (b, c)-réalisable et
entiere.

A partir de z, on définit une solution : mj; = x(licj), A; = z(s1l;), et k; = z(c;s2) pour tout
1<i<petl <j<gq.Parla définition de b et ¢, ces valeurs sont bien des arrondis des éléments
correspondants. Puisque x est une circulation dans R, la somme des éléments m;j de la i-iéme
ligne est égale a A, pour tout 1 <i < p, et la somme des éléments mgj de la j-iéme colonne est
égale a H; pour tout 1 < j < ¢. Pour un exemple, voir FIG.

0331044 | 1.24 | 2.01 110]1}2
1.53 | 0.41 | 2.32 | 4.26 1111214
1.86 0.85 3.56 2 1 3

FIGURE 2.150 — En bas a gauche : 'exemple de la F1G[2ZT48]; en haut & gauche : la circulation
(b, ¢)-réalisable 2/ dans R; en haut a droite : une circulation (b, ¢)-réalisable entiére x dans R; en
bas a droite : la solution associée a x.

0

Exercice 284 (Ordonnancement d’avions)

Suite & une panne de plusieurs avions, le directeur d’une compagnie aérienne est confronté un
matin au probléeme suivant : le nombre d’avions encore disponibles est-il suffisant pour assurer
tous les wvols du jour, sachant que les horaires de ces wvols ne peuvent pas étre modifiés. Les
informations dont il dispose lui permettent de savoir, pour chaque couple de vols, si le méme
avion peut effectuer ces deux vols consécutivement. Modéliser le probléme du directeur par un
probléeme de circulation.

Solution Soient T1,...,7, les vols du jour et k le nombre d’avions disponibles. On utilise la
notation 7T; < T} pour signifier que le méme avion peut effectuer T} apres T;. Pour modéliser le
probléme on introduit 'instance de circulation R = (G = (V, A), b, ¢) ou

V ={us,v;: 1 <i<l}U{s,t},

A = {su;, wvy, vit : 1 <9 <L} U{vuy Ty < Ty} U {ts},
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(1,1)  sie=wuu;,
(ble),cle)) =< (0,1) sie=su;,vit,viu;,
(k,k) sie=ts.

Pour un exemple, voir Fi1c. 21511

(k, k)

FIGURE 2.151 — Un exemple avec 4 vols 11,15, T3, Ty, ot T1 < T3, T < Ty, et Th < Ty.

Nous allons montrer qu’il existe une circulation (b, ¢)-réalisable dans R si et seulement si les
k avions disponibles peuvent assurer tous les vols.

On suppose tout d’abord l'existence d’une circulation (b, c)-réalisable dans R. Alors, puisque
b et ¢ sont entiéres et par 'Exercice 281} il existe une circulation (b, c)-réalisable dans R qui
est entiére et on considére une telle circulation z. Notons que z(a) < c(a) = 1 pour tout
a € A = A\ {ts}. On remarque que la restriction de z & A’, notée 2/, est un (s,t)-flot de
valeur k dans G’ = (V, A’).

On remarque que G’ est sans circuit. En effet, si on associe & chaque sommet u; I’heure
h(u;) de départ du vol T; et & chaque sommet v; 'heure h(v;) d’arrivée du vol T;, alors on peut
ordonner les sommets de G’ de la maniére suivante : premier sommet s, dernier sommet t, et les
autres sommets x sont ordonnés en fonction de la valeur h(x). Puisque h(u;) < h(v;) pour tout
1 <1</, et que h(v;) < h(uj) pour tout 1 <4, j < £ tels que T; < Tj, cet ordre est topologique.
D’apreés I'Exercice 37, G’ est donc sans circuit.

Alors, par la Remarque [I28] on sait que I'ensemble d’arcs {a € A’ : 2/(a) = 1} se décompose
en un ensemble de k (s,t)-chemins P, ..., Py dans G'. De plus, puisque b(u;v;) = c(uv;) = 1
on a x(u;v;) = 1 pour tout 1 < i < ¢ et donc chaque arc w;v; appartient a un et un seul des k
chemins. Par la définition de R, chaque P; est de la forme su;, v;, u;,v;, . .. u;, v, t et le méme
avion A; peut donc assurer consécutivement les vols T, < T;, < ... <Tj, . Tous les vols pourront
donc étre assurés par les k avions disponibles. '

Supposons maintenant que les k£ avions disponibles peuvent assurer tous les vols. Dans ce
cas, on peut associer a chaque avion A; une suite réalisable de vols T;, < T;, < ... < Tj, , chaque
vol étant attribué a un et un seul avion. Soit maintenant = définie par z(su;,) = x(&ilvil) =
(Vi Uiy) = ... = x(u;, v, ) = (v, t) = 1 pour tout 1 < i < £ et z(a) = 0 pour tout autre arc
de R. Par sa définition méme, 2 est une circulation (b, ¢)-réalisable dans R.

Pour 'exemple de la F1G. 2151l on remarque que deux avions suffisent, un qui effectue 17 et
puis T3, et autre Th puis Tj. H
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