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Algorithme pour trouver un m-flot (f, g)-réalisable de
c-colit minimum dans G

Algorithme

Entrée : (G, m,f,g,c) tel que f < g et m(V) = 0.
Sortie : Soit un m-flot (f, g)-réalisable x de c-colit minimum dans G,
soit Z C V/(G) tel que df (Z) — d; (Z) < m(2).
Etape 1: Transformation 1: (G, m,f,g,c) = (G2, m2, &, ).
Etape 2: Transformation 2: (Gp, mo, g2, &) = (Gs, g3, ¢3, 5, t).
Etape 3: Exécution de I'Algorithme Suppression des circuits absorbants
dans (Gs, g3, 3,5, t).
Etape 4: S'il s’arréte avec une (s, t)-coupe Z Us telle que
capg,(Z Us) < capg,(s) alors arréter avec Z.
Etape 5: S'il s'arréte avec un (s, t)-flot gz-réalisable x” de valeur capg,(s)
de c3-colit minimum, alors arréter avec x := x; + f.
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Quand on s’arréte a I'Etape 4, Z viole la condition

Si capg,(Z Us) < capg,(s) alors
df (Z) — d; (Z2) < m(2).
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Quand on s’arréte a I'Etape 4, Z viole la condition

Si capg,(Z Us) < capg,(s) alors s@.t
df (Z) — d; (Z2) < m(2). o/

Démonstration

0 > capg,(Z Us) — capg,(s)

—2ovesnz 8(5v) + X uernz 83(ut) + X uvesc(z) 83(uv)

=2 vesnz Mm2(v) =X etz ma(u) + Zuvedg(z)(g — f)(uv)
=—m(SN2Z) — my(TN2) +d (2)
—m(SNZ) —m(TNZ) - m(Z\(SUT)) + d_((2)
=— ma(Z) + d;_¢(Z)

— (m(Z) = (df (2) — df (2))) + (dg (2) — df (2))

df (2) - d7 (2) — m(2).




Flot entier

Théoreme

Si les fonctions m, f, g sont entiéres et il existe un m-flot (f, g)-réalisable
alors il en existe un de c-colit minimum entier.
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Flot entier

Théoreme

Si les fonctions m, f, g sont entiéres et il existe un m-flot (f, g)-réalisable
alors il en existe un de c-colit minimum entier.

Démonstration

L'algorithme fournit automatiquement un tel flot :
Q@ m':=m,fl:=f et gl := g sont entiéres.
© Transformation 1 : m? et g2 sont entiéres.
© Transformation 2 : g3 est entiere.
© Edmonds-Karp : flot x est entier.

© Changement du flot : nouveau flot x* est entier.

Q m-flot (f, g)-réalisable : x; + f est entier.
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Application

Reconstruire le ventricule gauche du coeur a partir de radiographies

@ Pour diagnostiquer une possible maladie de coeur d'un patient, on
doit voir la forme 3-dimensionnelle du ventricule gauche du coeur.

Evidemment, le probleme se réduit a plusieurs problemes 2-dimension.

(]

(]

En prenant les rayons X, on ne peut pas avoir directement |'image
2-dimensionnelle ; on aura plutot deux projections 1-dimensionnelles
de la densité de la région sur les deux axes.

(]

Le probleme revient donc a construire une matrice binaire dont la
somme de chaque ligne et de chaque colonne est connue.

(]

On suppose que pour chaque pixel de |'image, on connait une
probabilité p;; que le pixel appartient a la région cherchée.

(]

Modéliser ce probleme par un probleme de flots de colit minimum.
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Application

Reconstruire une matrice binaire

@ Pour une matrice binaire A, la somme /; (respectivement ¢;) de
chaque ligne i (et de chaque colonne j) est connue.

0 011 2
0 010 1
1110 3
0100 1
1 2 31
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Application

Reconstruire une matrice binaire

@ Pour une matrice binaire A, la somme /; (respectivement ¢;) de
chaque ligne i (et de chaque colonne j) est connue.

L S SR
* X X X
EE S S
* X X X
= W =N
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Application

Reconstruire une matrice binaire

@ Pour une matrice binaire A, la somme /; (respectivement ¢;) de
chaque ligne i (et de chaque colonne j) est connue.

@ On connait aussi les probabilités p;; que I'élément a;; est égale a 1.

@ Comment trouver une telle matrice la plus probable par un probléme
de flots de coiit minimum ?

* ok ok ok 2 0.2 04 0.8 05
* ok ok ok 1 0.1 03 05 0.2
* ok ok ok 3 04 05 06 04
% ok ok ok 1 05 0.6 03 0.2
1 2 31
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Application

0.2 04 08 05
0.1 03 05 0.2
04 05 06 04
05 06 03 0.2

= W =N
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Application

0.2 04 08 05
0.1 03 05 0.2
04 05 06 04
05 06 03 0.2

= W= N
S
s

Z. Szigeti (Ensimag)



Application

0.2 04 08 05
0.1 03 05 0.2
04 05 06 04
05 06 03 0.2

1 2 3 1 cij = —log(pjj)

= W= N
S
s

max probabilité de la matrice choisie <= max Hx,—,—:l pjj <=

maxlog(IT,, s py) <= max,, _, log(p;) <= min >, _, —log(p;)
<= min ) —log(pjj)xjj <= min)_ c¢jx;
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Généralisation

Q Etant donnés
@ un graphe orienté G = (V, A),
@ deux fonctions p et g sur chaque sommet v de G avec p(v) < q(v),
© deux capacités f et g sur chaque arc e de G avec f(e) < g(e),
O un colit c sur les arcs de G,
© une fonction x sur les arcs est
©® un (p, g)-flot si la la condition suivante est vérifiée :
p(v) < df (v) — d; (v) < q(v) Wy € V.
@ réalisable si la contrainte de capacités est vérifiée :
f(e) < x(e) < g(e) Ve € A
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Généralisation

Q Etant donnés
@ un graphe orienté G = (V, A),
@ deux fonctions p et g sur chaque sommet v de G avec p(v) < q(v),
© deux capacités f et g sur chaque arc e de G avec f(e) < g(e),
O un colit c sur les arcs de G,

© une fonction x sur les arcs est
©® un (p, g)-flot si la la condition suivante est vérifiée :
p(v) < df (v) — d; (v) < a(v) Wv € V.
@ réalisable si la contrainte de capacités est vérifiée :
f(e) < x(e) < g(e) Ve € A

Remarque

Un probleme de (p, g)-flot (f, g)-réalisable de c-colit minimum dans G
se réduit a
un probleme de m’-flot (f’, g’)-réalisable de c¢’-coiit minimum dans G'.
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Construction: Etant donné (G, p, q,f, g, c), on définit

(1) G :=(VUs,AUA) ou A :={vs:v eV}
R
0 (F(e).g(e)) = { GEsD Ly deey
I

cle)  (p(v), q(v)) transformation
_—

u
(f(e); g(e))
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Exercice de I'exam 3

Exercice: Montrer que si

©Q x estun (p,g)-flot (f,g)-réalisable dans G alors
x" estun  m'-flot (f', g’)-réalisable dans G’ ou
x(e siec A
X(e) = { qgv)) @) —d-v) decd.
Q x' estun  m'-flot (', g’)-réalisable dans G’ alors
xg est un (p, g)-flot (f, g)-réalisable dans G.
Q x*estun  m'-flot (f’, g’)-réalisable de c’-colit min. dans G’ alors
x¢ est un (p, q)-flot (f, g)-réalisable de c -colit min. dans G.

Se-q(V)
0, q(v) — p(v))
Y — d (V)

) x(e)(p(v), q(v)) transformation

Y (f(e) g(e))

(f(e), g(e))

G/
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Solution

© x' est un m'-flot :

@ d)(v) —dy(v) = df(v) +x'(vs) — dc(v)
= d(v) + (q(v) — (di (v) = di (v))) — dx (v)
=q(v) =m'(v) Yv eV,

@ d(s) — di(s) = 0= ,ev(q(v) = (d(v) = d (V)
=—q(V)+d (V) = d (V)
— —q(V) = m(s).

Q X' est (f', g’)-réalisable : Puisque x est un (p, g)-flot (f, g)-réalisable,
p(v) < df(v) —dg(v) <q(v) Vv e V,f(e) <x(e) <g(e) Ve € A.
O f'(e) =1f(e) < x(e) =x'(e) = x(e) < g(e) = g'(e) Ve € A,
@ f'(vs) =0 < g(v) — (d(v) — di (v)) = X'(vs)

— q(v) — (dF(v) — d (v)) < (v) — p(v) = g'(vs) Vvs € A.

Se=(V)
0. a(v) — p(v))
a(\- (dy (v) — d (v))
c(e) x(e)(p(v), q(v)) transformation (e) x(e) q(v)
*—>e V u v

(f(e), g(e)) (f(e), g(e))
0OC 2A 10/20
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Solution

Q x; est un (p, g)-flot : Puisque x" est un m'-flot (', g’)-réalisable,
di(v)—d (v)=m'(v) Vv e V, f'(e) <xX(e) <g'(e) Ve € A(G").
@ p(v) = q(v) = (q(v) — p(v)) = m'(v) - g'(vs)
< m'(v) — x'(vs) = dj?(v) —d_(v) —x'(vs)
= dXZ(v) - d;,c(v) =m'(v) — x'(vs)
< q(v)—f'(vs) =q(v) —0=gq(v) YveV,
@ x est (f,g)-réalisable : Puisque x" est (f’, g’)-réalisable,
0 f(e) =f'(e) < x'(e) = xg(e) = x'(e) < g'(e) = g(e) Ve € A,

Se-q(V)

cle) x'(e) (p(v), q(v)) transformation

"4 u
(f(e), g(e)) (f(e), g(e)

Z. Szigeti (Ensimag) 0OC 2A 11/20



Solution

@ Soient Opt et Opt’ les valeurs optimales pour Problémes 1 et 2.

© Soient x et x* les solutions optimales pour Problémes 1 et 2.

© Soient x’ et x;. les vecteurs définis dans Questions 1 et 2.

© Par Questions 1 et 2, x’ et x¢ sont des solutions des Problemes 2 et 1.
@ Par la définition de ¢/, c¢"x = (') Tx et (c’)T *=cTxg,

Q Opt=c'x=()"x' > Opt' = (c')Tx* = cTxt > Opt,

@ on a donc égalité partout, en particulier ¢ xG = Opt.

-q(V)

transformation

(f(e), g(e))
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Probleme de transport

Q Etant donnés

@ un graphe biparti G = (U, V; E), M

@ une fonction b sur U U V telle que
b(u) >0Vue U, b(v)<0VveVetblUUV)=0,
© un colt p sur E,

© trouver une fonction y > 0 sur les arétes telle que
@ > y(uv)=bu)Vuel, Y y(uv)=—b(v)VveV

uveE uveE
© qui minimise le colit ) .- p(e)y(e).
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Probleme de transport

Q Etant donnés

@ un graphe biparti G = (U, V; E), M

@ une fonction b sur U U V telle que
b(u) >0Vue U, b(v)<0VveVetblUUV)=0,
© un colt p sur E,

© trouver une fonction y > 0 sur les arétes telle que
@ > y(uv)=bu)Vuel, Y y(uv)=—b(v)VveV

uveE uveE
© qui minimise le colit ) .- p(e)y(e).

Remarque

© Probleme de transport est un cas spécial du probleme de flot de coiit
minimum.

© Probleme de flot de colit minimum se réduit au probléme de transport.
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Réduction

Construction:

Etant donné (D = (V, A), m, g, ¢) qui satisfait les conditions nécessaires,
on définit (G, b, p) :
Q G:=(U,V;E)ou U :={u,:ac A}, E :={vus,wu,: a=vw € A},
| g(a) siv=u,€ U,
& Bl = { m(v) —dg(v) siveV,

0 [ = ) — )
g p(e):: { Sl € Vu,, a vw

c(vw) si e = wu, a=vw.

v
m v

transformation
g

N
W LN
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Réduction

Construction :

© Pour une fonction x sur A on définit y, sur E
| glvw) = x(vw) sie= vuy,
yle) = { x(vw) Si € = Wiy -
@ Pour une fonction y sur E on définit x, sur A
x, (vw) = y(wuyy).

@ v ® v
[0]

. Yx
transformation Uyw

[P ] x(vw) i ‘
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Exercice de I'exam 8

Exercice: Montrer que

O G est biparti.

Q b(u) >0Vue U, b(v)<0VveVetbU)+ b(V)=0.

© si x est un m-flot g-réalisable alors y, est une solution du probleme
de transport dont le p-colit est le méme que le c-coiit de x.

@ si y est une solution du probléme de transport alors x, est un m-flot
g-réalisable dont le c-colit est le méme que le p-colit de y.

© si y* est une solution optimale de (G, b, p) alors x,+ est une solution
optimale de (D, m, g, c).

™ v

q
)’x
transformatlon
g
x(vw) (vw) i
Y
) &
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Solution

Questions 1 et 2
@ Puisque E(U) =0 = E(V), G est biparti.
Q b(u,) =g(a) >0Vu, e U,
b(v) = m(v) —df(v) <0VveV,
b(UU V) = b(U) + b(V) =3 .ca8(a) + 2 ev(m(v) — dg(v))
=2 2ca8(a) + m(V) =3 ,cag(a) = m(V) =0.

@
transformation >
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Solution

Puisque x est un m-flot g-réalisable :

df(v) —ds(v) =m(v) Vv e Vet0<x(a)<g(a)VaeA.
O yi(vuy) = g(a) — x(a) > 0, et yy(wu,) = x(a) > 0 Va=vw € A,
Q yx(vua) + yu(wu,) = (g(a)—x(a))+ x(a) = g(a) = b(u,) Va=vwe A,
e ZVWEE yX(VuVW) = ZVWEA yX(VuVW) + ZWVEA yX(VuWV)
= ZVWEA(g(VW) - X(VW)) + ZWVEA X(WV)
=dgy (v) —di(v)+de (v)
— G (v) - m(v) = ~b(v) W e V,
(% pT)/X = Zuvweu(P(Vva) yX(VUVW) + P(Wva) : yX(WuVW))
=2 weal0- (g(vw) — x(vw)) + C(VW) x(w)) = cTx.

@ v

—e
transformatlon Uy

g U

AN LL
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Solution

Puisque y est une solution de (G, b, g),

y > O’ @
DN | transformation Uy
‘

y(vuy) + y(wu,) = b(u,) = g(a) Va=vw € A° )

@ v @ v

Y wwee Yx(Vuy) = —b(v) Vv € V,
o dxt(V) - d;y(V) = aeaXy(Ww) = > eaxy(wy)
= 2wwea Y (W) =32 cay(Viw)
=Y wweal8(w) — y(uwv)) = - veay(Viwy)
- d;(v) B Ze€6(v) y(vue) = d;(v) + b(v)
= d (v) + (m(v) — dg"(v)) = m(v).
© 0 < y(u,w) = x,(2) = y(uw) = £(3) — y{uav) < g(a) Ya=wwe A,
Q c'x, = Y vwea C(vw) - xy (vw)
= ZVWGA(p(WuVW) : y(Wva) +0- }/(UVWV))
= eceP(e) y(e)=pTy.
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Solution

O Soient Opt et Opt’ les valeurs optimales pour Problémes 1 et 2.
© Soient x et y* les solutions optimales pour Problemes 1 et 2.

© Par Questions 3 et 4, y, et x,« sont des solutions des Problemes 2 et

letc'x=pTy,pTy* =clx-,

Q Opt=c'x=pTy,>0Opt' =pTy* = cTx,« > Opt,

e 7 . . T
@ on a donc égalité partout, en particulier ¢’ x,~ = Opt.
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