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2A – Optimisation Combinatoire

Examen de 19 décembre 2012

Durée : 3 heures
Tous documents manuscrits autorisés.
Il sera tenu le plus grand compte de la rédaction. Vous devez expliquer tout ce que vous faites.

Exercice 1. Montrer que le couplage M est de cardinal maximum dans le graphe G ci-dessous.

Un couplage M du graphe G
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Exercice 2. (a) Déterminer un flot réalisable de s à t de valeur maximum et une coupe séparant s de
t de capacité minimum dans le réseau ci-dessus (deuxième figure).

(b) Montrer que l’arc v2v5 appartient à toutes les coupes séparant s de t de capacité minimum.
(Indication : augmenter la capacité de l’arc v2v5 de 1 et vérifier que la valeur maximum d’un flot
réalisable augmente de 1 !)

(c) Montrer que l’arc v1v4 n’appartient à aucune coupe séparant s de t de capacité minimum.
(Indication : diminuer la capacité de l’arc v1v4 de 1 et vérifier que la valeur maximum d’un flot
réalisable ne diminue pas !)

Exercice 3. Soient G = (V,E) un graphe connexe et T ⊆ V avec |T | pair.
(a) Montrer qu’un T-joint de cardinal minimum est une forêt.
(b) Montrer qu’un T-joint qui est une forêt n’est pas forcément un T-joint de cardinal minimum.

Exercice 4. Dans le réseau ci-dessus (troisième figure), en appliquant l’algorithme général, trouver les
plus courts chemins du sommet s aux autres sommets ou trouver un circuit absorbant.

On étudiera les deux cas :
(1) d = +7. Commencez avec l’arborescence dont l’ensemble d’arcs est {s2, s3, s6, 24, 65, 21}.
(2) d = −7. Commencez avec l’arborescence trouvée dans le cas précédent.

Exercice 5. Le but de cet exercice est de démontrer que dans un problème de flot de coût minimum
on peut supposer que les coûts sont positifs.

Soient (G,m, g, c) une instance du problème de flot de coût minimum et x un vecteur sur les arcs
de G où G = (V,A) est un graphe orienté, m est un vecteur sur les sommets de G, g est une capacité
sur les arcs de G (donc la borne inférieure f est 0 partout) et c est un coût sur les arcs de G.

Nous montrons qu’on peut se débarrasser des arcs de coût négatif un par un. Soit uv un arc de G

tel que c(uv) < 0. Nous définissons une autre instance du problème du m-flot de coût minimum. Soient
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G′ := G− uv + vu,
m′(u) := m(u)− g(uv), m′(v) := m(v) + g(uv) et m′(w) := m(w) pour tout w ∈ V \ {u, v},
c′(vu) := −c(uv) et c′(e) := c(e) pour tout e ∈ A− uv.

x′(vu) := g(uv) − x(uv) et x′(e) := x(e) pour tout arc e ∈ A− uv.

u v

g(uv)

c(uv) u v

g(uv)

−c(uv)

m(u) m(v) m(u)− g(uv) m(v) + g(uv)transformation

1. Montrer que x est g-réalisable si et seulement si x′ est g-réalisable.

2. Montrer que x est un m-flot si et seulement si x′ est un m′-flot.

3. Montrer que le coût
∑

e′∈A(G′) c
′(e′)x′(e′) de x′ est égal au coût

∑
e∈A

c(e)x(e) de x moins
c(uv)g(uv).

4. En déduire que x est un m-flot g-réalisable de c-coût minimum dans G si et seulement si x′ est
un m′-flot g-réalisable de c′-coût minimum dans G′.

Exercice 6. Le but de cet exercice est de donner une autre preuve du Théorème de Kőnig. Supposons
que G = (U, V ;E) est un graphe biparti et que pour tout graphe biparti G∗ ayant moins de sommets
que G, on a ν(G∗) = τ(G∗).

(a) Supposons qu’il existe un ensemble transversal Q de G de cardinal minimum tel que U1 := U∩Q 6= ∅
et V2 := V ∩Q 6= ∅. Soient U2 = U − U1, V1 = V − V2, G1 = G[U1 ∪ V1] et G2 = G[U2 ∪ V2].

1. Montrer que G1 et G2 sont des graphes bipartis.

2. Montrer que si Q1 (resp. Q2) est un ensemble transversal de G1 (resp. G2) alors Q1 ∪ V2 (resp.
Q2 ∪ U1) est un ensemble transversal de G.

3. En déduire que U1 (resp. V2) est un ensemble transversal de cardinal minimum de G1 (resp. G2).

4. Montrer que G1 (resp. G2) possède un couplage M1 (resp. M2) de cardinal |U1| (resp. |V2|).

5. En déduire que G possède un couplage de cardinal |Q|.

6. En déduire que ν(G) = τ(G).

(b) Supposons que pour tout ensemble transversal Q de G de cardinal minimum, Q ⊆ U ou Q ⊆ V.

Soient uv ∈ E et G′ = G− u− v.

1. Montrer que G′ est biparti.

2. Montrer que si Q′ est un ensemble transversal de G′ alors Q′∪{u, v} est un ensemble transversal
de G.

3. En déduire que τ(G′) ≥ τ(G)− 1.

4. Montrer que G′ possède un couplage M ′ de cardinal τ(G′).

5. En déduire que G possède un couplage de cardinal τ(G).

6. En déduire que ν(G) = τ(G).

(c) En déduire le Théorème de Kőnig.


