Optimisation Combinatoire 2A

Couplages dans les graphes bipartis

Zoltan Szigeti

Ensimag
Grenoble INP

Z. Szigeti (Ensimag)



Définitions : G = (V, E)

@ Couplage : M C E tel que dy(v) <1VveV.

© Couplage parfait : M C E tel que dy(v) =1Vve V.

© Transversal : T CVtelque TN{u,v}#0VuveE.

Q v(G) := max{|M| : M couplage de G}.

9 7(G) :=min{|T|: T transversal de G}. )
v(G) =4=1(Gy) v(Gy) =3=1(Gp)
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Définitions : G = (V, E)
© Sommet M-saturé : v € V tel que dy(v) = 1.
@ Sommet M-insaturé : v € V tel que dy(v) = 0.

© Chaine M-alternée : si ses arétes sont alternées en M et en E \ M.
© Chalne M-augmentante : si M-alternée d'extrémités M-insaturées.
© Graphe biparti : V=AUB,E(A) =0 = E(B).
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Rappel

Théorémes

© Berge : Un couplage M est de cardinal maximum <—-
il n’existe pas de chaine M-augmentante.

© Kbénig : Dans un graphe biparti G, v(G) = 7(G).

Remarques
© Théoreme de Ford-Fulkerson implique Théoreme de Kénig.

© Par I'algorithme d'Edmonds-Karp on trouve dans un graphe biparti

©® un couplage de cardinal maximum et
@ un ensemble transversal de cardinal minimum.
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Probleme de couplage de colit maximum

Probleme

Py : Etant donné un graphe biparti G = (U, V; E) et un coiit c sur les
arétes, trouver un couplage M de G de coit (3 ..y, c(e)) maximum.
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P1 couplage de colit maximum dans un graphe biparti.

P> le colit est non-négatif : on enléve les arétes de colit négatif car le
couplage du colit maximum ne contient aucune aréte de colit négatif.

P5; couplage parfait de colit maximum dans un graphe biparti complet :
on ajoute des nouveaux sommets et des nouvelles arétes de colit 0.

P, couplage parfait de colit minimum dans un graphe biparti complet :
on multiplie les colits par —1.

Ps couplage parfait de colit minimum dans un graphe biparti complet
avec coiit non-négatif : on ajoute a chaque coiit L:=valeur absolue
maximale du colit d'une aréte. Le nouveau colit est non-négatif et le
coiit de chaque couplage parfait a augmenté par constante (5L).

Ps couplage parfait de colit minimum dans un graphe biparti ayant un
couplage parfait avec coiit non-négatif : plus général que Ps.
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Programmation Linéaire : G = (U, V; E)

Z x(e) = 1 VYweUUV,

ecd(w)
x(e) > 0 Ve€eE, y(u)+y(v) < c(uv) Yuv € E,
Zc(e)x(e) = w(min). Z y(w) = z(max).
ecE weluVv

Théoreme des écarts complémentaires
© Si x et y sont des solutions réalisables de (P) et (D) et

© les conditions des écarts complémentaires sont satisfaites :
x(uv) > 0= y(u) + y(v) = c(uv) (uv est y-serrée).

© alors x et y sont des solutions optimales de (P) et (D).
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Algorithme pour trouver un couplage parfait de colit
minimum dans un graphe biparti

Algorithme méthode hongroise (Kuhn)

Entrée : G = (U, V; E) un graphe biparti qui admet un couplage parfait et
¢ un colit non-négatif sur E.
Sortie : Un couplage parfait de G de c-colit minimum.

Idée : On aura a chaque étape :
© un vecteur x (le vecteur caractéristique d'un couplage M),
@ une solution réalisable y du (D),

© tels que les conditions des écarts complémentaires soient satisfaites :
o x(e) > 0 = e est y-serrée, c'est-a-dire
@ M est un couplage du graphe partiel induit par les arétes y-serrées.
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Algorithme méthode hongroise (Kuhn)

Etape 0. Initialisation.

Mo :=0,i:=1.

_f min{c(wv):wv € E} siweU,
nw)i=1 o siweV,

Etape 1. Construction du graphe G; des arétes serrées.

Gi:= (U, V;E)ou E; ={uv € E: yi(u) + yi(v) = c(uv)}.

Etape 2. Construction d'un couplage maximum et d'un transversal minimum dans G;.
En partant de M;_; et en utilisant les flots, trouver un couplage M; de G; de
cardinal maximum et un ensemble transversal T; de G; de cardinal minimum.

Etape 3. Condition d’arrét.

Si M; est un couplage parfait de G;j, alors arréter avec M;.

Etape 4. Changement de solution du dual.

ei :== min{c(uv) — yi(u) — yi(v) : uv € E(G — T;)}
yilw)+ei siwe U\ T;,

yiri(w) =< yilw)—¢ei siweVnNT;, y = |

yi(w) sinon. X)\ .

i =i+ 1 et Aller a I'Etape 1.
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Exercice 6.8

Enoncé

Exécuter |'Algorithme méthode hongroise pour trouver un couplage parfait
de colit minimum dans le graphe biparti suivant.

up uUp U3z Uy

V‘ KA /’4‘ vi 3 2 1 1
2 9 4 1 5

3 8 5 2 3

Tl -
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VAT

G—Ty y1

U\NTy
e1 = min{c(uv) — y1(u) — y1(v) : uv € E(G — T1)}
— min{6,5,4,2,3,6,4,2,7} =2
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y2(v) = y1(v) — e1 :
-2 0

VAT

G—Ty ¥2

U\NTy
e1 = min{c(uv) — y1(u) — y1(v) : uv € E(G — T1)}
— min{6,5,4,2,3,6,4,2,7} =2
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5 4 ’ 1 3
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yil(V) :y3(;) —e3:vEVNT;

couplage parfait de colit minimum
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Exercice de I'examen 2019

Enoncé

Exécuter I'algorithme de la méthode hongroise pour trouver un couplage

parfait de coilit minimum dans le graphe biparti K33 avec des coiits sur les
arétes comme indiqué sur le tableau.

Vi Vo V3
uy 0 1 4
u| 3|68
us 2 7 9
y
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Couplage parfait de coilit minimum




