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Algorithme pour trouver une circulation réalisable

Algorithme

Entrée: Réseau (G, f, g) avec f < g.
Sortie : Circulation réalisable ou coupe violant la condition de Hoffmann.

Etape 1: Si f est une circulation : Stop avec la circulation réalisable f.
Etape 2 : Construire le réseau (G',g,s,t).
Etape 3 : Trouver dans (G’, g, s, t) par I'algorithme d’Edmonds-Karp

un (s, t)-flot réalisable de valeur maximum x’ et

une (s, t)-coupe de capacité minimum Z Us.
Etape 4 : Si val(x') = M : Stop avec la circulation réalisable x := f + Xx¢.
Etape 5 : Stop avec Z qui viole la condition de Hoffmann.
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Circulation entiére

Théoréme

Si f(e) et g(e) sont entiers pour chaque arc e de G et
s'il existe une circulation réalisable dans (G, f, g), alors
il en existe une, x, telle que x(e) soit entier pour chaque arc e de G.

v
Démonstration

On exécute I'algorithme précédent.
Si on s'arréte avec f, alors f(e) est entier Ve € A(G).

o
o
O Dans (G, g’), g'(e) = g(e) — f(e) est entier Ve € A(G).
%]
o
o

Par I'algorithme d’Edmonds-Karp, x'(e) est entier Ve € A(G).
On ne peut pas s'arréter avec Z qui viole la condition de Hoffmann
car il existe une circulation réalisable.

On s'arréte avec la circulation réalisable x = f + x et x(e) est entier
Ve € A(G).
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Exercice 4.11 : Ordonnancement d’avions

Enoncé

© Le chef d'une compagnie aérienne veut minimiser le nombre d'avions
en effectuant tous les vols de la compagnie.

Il connait bien siir pour chaque vol toutes les informations, a savoir :
la ville de départ et de destination et I'heure de départ et d'arrivé.

(2]
© |l connait aussi le temps de vol de n'importe quelle ville a n'importe
quelle ville.

o

Modéliser ce probleme par un probleme de circulation dans un réseau.

v
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Exercice 4.11

Construction d'un réseau

Q vol; < vol; : I'heure d'arrivée du vol; + le temps du vol de ville
d’arrivée du vol; a la ville de départ du vol; est avant I'heure de
départ du vol; (<= méme avion peut effectuer vol; apres vol;).

© Réseau (G := (V,A),f,g):

O V= {u,v:VYvoli} U{s,t},

Q@ A= {su;, ujvj, vit : Yvol;i} U{vu; : vol; < vol;} U {ts},
(1,1) sie=uv,

O (f(e),g(e)):=<¢ (0,1) sie=suj,vit, vy
(k,k) sie=ts.

(k, k)
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Exercice 4.11

© Au début k := nombre de vols a effectuer.

@ |l existe une circulation réalisable !

© On diminue k un par un jusqu'il existe encore une circulation
réalisable.

© Puisque les capacités sont entieres, il en existe une qui est entiére.

© C'est le nombre minimum d’avions qui peuvent effectuer tous les vols
de la compagnie.
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Définition des m-flots

(4] Etant donnés
©® un graphe orienté G = (V, A), @ (0,02 [ @

@ une fonction m sur les sommets de G,

© deux capacités f et g sur chaque arc e de G @) 3,3)
avec f(e) < g(e) Ve € A,

@ un colit ¢ sur les arcs de G,

@ une fonction x sur les arcs est

© un m-flot si la m-conservation du flot est (f(e),x(e),g(e))
vérifiée : df (v) — dy (v) = m(v) Vv e V. m(v

@ réalisable si la contrainte de capacités est —
vérifie : f(e) < x(e) < g(e) Ve € A.

Probleme : Flot de colit minimum

Etant donnés (G, m, f, g, c), trouver dans G un m-flot (f, g)-réalisable de
~colit (c"x =Y. c(e)x(e)) minimum.
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[l existe un m-flot (f, g)-réalisable dans G <~
m(V) =0,
df(Z) - d7 (2) > m(Z)vZ C V.

Démonstration de la nécessité

© Supposons qu'il existe un m-flot (f, g)-réalisable x dans (G, m, f, g).
Q@ m(V)=d(V)-d (V) =0,
© d}(2)—d; (2) > df(Z) — ds (Z) = m(Z)VZ C V.
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Exercice 5.1

Démonstration de la suffisance

Pour (G, m, f,g), on introduit un nouveau réseau (G’,f’, g’) ou
Q G = (V' A),
Q@ V  =VUw,
QO A =AU{wv:veV}

0 (oo = { [(hE@) siech

(m(v),m(v)) sie=wv.

@ (0,2) (<]

(1}2) (143)
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Exercice 5.1

Démonstration de la suffisance
© Supposons que les conditions sont satisfaites pour (G, m, f, g).
@ Nous vérifions que (G’, f', g’) satisfait la condition de Hoffmann.
(3] dﬁ',ﬁg,)(Z)—d(_,ﬂf,)(Z) = d(zﬁg)(Z)—d(_G’f)(Z)—m(Z) >0vZCV.
Q dl . (ZUW)—dg 1y (ZUW) = dig (Z2)+m(V =2)~d; (Z) =
dio.)(Z) = digp(Z) + m(V)—m(Z) 20VZ C V.
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Exercice 5.1

Démonstration de la suffisance

© Par le théoréme de Hoffmann, il existe donc dans (G', ', g’) une
circulation (', g’)-réalisable x’.

@ x; est un m-flot (f, g)-réalisable :

O (f,g)-réalisable: f(e)=f"(e)<x'(e)=x;(e)=x'(e) < g’(e) = g(e) Ve € A,

Q m(v) =1"(wv) < x(wv) < g'(wv) = m(v) Vv € V.

© m-flot : Puisque x’ est une circulation,
d(t;,xé)(V)_d(?;.xé)(V) = d(+<;/ x') (v)— (d(_(;, x’)( v)—x'(wv)) = x'(wv) = m(v).

v

(L,[2) (1,B:3)
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Soient G = (V/, A) un graphe orienté, ¢ un vecteur sur les arcs. Montrer que
(@) dX(X)+dF(Y)=dIf(XNY)+dF(XUY)+d(X,Y)VX,Y CV.

(b) Si X et Y sont deux (s, t)-coupes de capacité minimum, alors X N Y
et XU Y le sont aussi.

Solution de (a)

ALi=XNY, A= V\(XUY), A := X\ Y, As:= Y\ X.
Cij = ZUEA,',VEAJ',UVEA C(UV)‘

chr(X) =Cl2+ Cla+C32+ C3a R T

dX(Y) =co+asz+a+ a3 Y
df(XnY)=co+caz+cs A G
dFX(XUY)=co+ e+ oL,
de(X,Y) = c3a+ca3 5

d’our vient I'égalité (a).
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Soient G = (V/, A) un graphe orienté, ¢ un vecteur sur les arcs. Montrer que

(@) dX(X)+dF(Y)=dIf(XNY)+dF(XUY)+d(X,Y)VX,Y CV.

(b) Si X et Y sont deux (s, t)-coupes de capacité minimum, alors X N Y
et XU Y le sont aussi.

Solution de (b)
© Puisque X et Y sont des (s, t)-coupes de capacité min,
Q d(X) =minet dX(Y) = min.
© Puisque X N'Y et X U Y sont des (s, t)-coupes,
Q dF(XNY)>minetdH(XUY)>min.
(5]
o

min+ min = dH(X)+dH(Y)=dF(XNY)+dF(XUY)+d(X,Y)
> min+min+ 0 par (2), (a) et (4).
on a donc égalité partout : dZ (XN Y)=minet dFH(XUY)=min.

v
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