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Rappel

Définitions : G = (V ,E )

1 Couplage : M ⊆ E tel que dM(v) ≤ 1 ∀v ∈ V .

2 Couplage parfait : M ⊆ E tel que dM(v) = 1 ∀v ∈ V .

3 Transversal : T ⊆ V tel que T ∩ {u, v} 6= ∅ ∀uv ∈ E .

4 ν(G ) := max{|M| : M couplage de G}.

5 τ(G ) := min{|T | : T transversal de G}.
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Rappel

Définitions : G = (V ,E )

1 Sommet M-saturé : v ∈ V tel que dM(v) = 1.

2 Sommet M-insaturé : v ∈ V tel que dM(v) = 0.

3 Châıne M-alternée : si ses arêtes sont alternées en M et en E \M.

4 Châıne M-augmentante : si M-alternée d’extrémités M-insaturées.

5 Graphe biparti : V = A ∪ B ,E (A) = ∅ = E (B).

6 Γ(X ) : l’ensemble des voisins d’un ensemble X de sommets.

M M

M M ′
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Rappel

Théorèmes
1 Berge : Un couplage M est de cardinal maximum ⇐⇒

il n’existe pas de châıne M-augmentante.

2 Kőnig : Dans un graphe biparti G , ν(G ) = τ(G ).

3 Hall : Un graphe biparti G = (U,V ;E ) possède un couplage parfait
⇐⇒

1 |U | = |V |,

2 |Γ(X )| ≥ |X | ∀X ⊆ U .

Remarque

1 Théorème de Ford-Fulkerson implique Théorème de Kőnig.
2 Par l’algorithme d’Edmonds-Karp on trouve dans un graphe biparti

1 un couplage de cardinal maximum et
2 un ensemble transversal de cardinal minimum.
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Problème de couplage de coût maximum

Problème

P1 : Etant donné un graphe biparti G = (U,V ;E ) et un coût c sur les
arêtes, trouver un couplage M de coût (

∑
e∈M c(e)) maximum.

Application

Un directeur doit affecter ses n employés à n tâches à exécuter.

Chaque employé exécutera exactement une tâche et
chaque tâche sera exécutée par exactement un employé.

Puisque le directeur connait bien ses employés, il sait précisément le
profit cij qu’il peut gagner en affectant l’employé Ei à la tâche Tj .

Il vous engage pour l’aider à trouver l’affectation de profit maximum.

Comment allez-vous modéliser ce problème ?

E1 E2 E3

T1 T2 T3

1
2

12 21

3 3

3
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Réductions

P1 couplage de coût maximum dans un graphe biparti.

P2 le coût est non-négatif : on enlève les arêtes de coût négatif car le
couplage du coût maximum ne contient aucune arête de coût négatif.

P3 couplage parfait de coût maximum dans un graphe biparti complet :
on ajoute des nouveaux sommets et des nouvelles arêtes de coût zéro.

P4 couplage parfait de coût minimum dans un graphe biparti complet :
on multiplie les coûts par −1.

P5 couplage parfait de coût minimum dans un graphe biparti complet
avec coût non-négatif : on ajoute à chaque coût L:=valeur absolue
maximale du coût d’une arête. Le nouveau coût est non-négatif et le
coût de chaque couplage parfait a augmenté par constante (n2L).

P6 couplage parfait de coût minimum dans un graphe biparti ayant un
couplage parfait avec coût non-négatif : plus général que P5.
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Programmation Linéaire

Programme Linéaire (Primal)

Le problème de trouver un couplage parfait de c-coût minimum dans un
graphe biparti G = (U,V ;E ) peut être écrit comme un programme
linéaire.

∑

e∈δ(w)

x(e) = 1 ∀w ∈ U ∪ V ,

x(e) ≥ 0 ∀e ∈ E ,
∑

e∈E

c(e)x(e) = w(min).

Z. Szigeti (Ensimag) OC 2A 6 / 18



Programmation Linéaire

Programme Linéaire (Primal) pour un graphe biparti G = (U,V ;E )

∑

e∈δ(w)

x(e) = 1 ∀w ∈ U ∪ V ,

x(e) ≥ 0 ∀e ∈ E ,
∑

e∈E

c(e)x(e) = w(min).

Remarques

1 Le vecteur caractéristique d’un couplage parfait de G est une solution
réalisable du (P).

2 Une solution de base de (P) est le vecteur caractéristique d’un
couplage parfait de G car le polyèdre du (P) est entier par la règle de
Cramer et puisque chaque sous-matrice carrée de la matrice
d’incidence d’un graphe biparti est de déterminant 0, 1 ou −1.
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Programmation Linéaire

Le dual du (P)

y(u) + y(v) ≤ c(uv) ∀uv ∈ E ,
∑

w∈U∪V

y(w) = z(max).

Les conditions des écarts complémentaires

x(uv) > 0 =⇒ y(u) + y(v) = c(uv) (uv est y -serrée).

Théorème (Egerváry)

Le coût minimum d’un couplage parfait d’un graphe biparti est égal à la
valeur optimale du (D).

À l’époque, la programmation linéaire n’existait pas !
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Algorithme pour trouver un couplage parfait de coût

minimum dans un graphe biparti

Algorithme méthode hongroise (Kuhn)

Entrée : G = (U,V ;E ) un graphe biparti qui admet un couplage parfait et
c un coût non-négatif sur E .

Sortie : Un couplage parfait de G de c-coût minimum.

Idée : On aura à chaque étape :

1 un vecteur x (le vecteur caractéristique d’un couplage M),

2 une solution réalisable y du (D),
3 tels que les conditions des écarts complémentaires soient satisfaites :

x(e) > 0 =⇒ e est y -serrée, c’est-à-dire
M est un couplage du graphe partiel induit par les arêtes y -serrées.
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Algorithme méthode hongroise (Kuhn)

Etape 0. Initialisation.
M0 := ∅, i := 1.

y1(w) :=

{

min{c(wv) : wv ∈ E} si w ∈ U,

0 si w ∈ V ,
Etape 1. Construction du graphe Gi des arêtes serrées.

Gi := (U,V ;Ei ) où Ei = {uv ∈ E : yi (u) + yi (v) = c(uv)}.
Etape 2. Construction d’un couplage maximum et d’un transversal minimum dans Gi .

En partant de Mi−1 et en utilisant les flots, trouver un couplage Mi de Gi de
cardinal maximum et un ensemble transversal Ti de Gi de cardinal minimum.

Etape 3. Condition d’arrêt.

Si Mi est un couplage parfait de Gi , alors arrêter avec Mi .
Etape 4. Construction des partitions de U et V .

U1
i := {u ∈ U : u Mi -insaturé}, U

2
i := U \ (Ti ∪ U1

i ), U
3
i := U \ (U1

i ∪ U2
i ),

V 1
i := {v ∈ V : v Mi -insaturé}, V

2
i := V ∩ Ti , V 3

i := V \ (V 1
i ∪ V 2

i ).
Etape 5. Changement de solution du dual.

εi := min{c(uv) − yi (u)− yi (v) : u ∈ U1
i ∪ U2

i , v ∈ V 1
i ∪ V 3

i , uv ∈ E}

yi+1(w) :=







yi (w) + εi si w ∈ U1
i ∪ U2

i ,

yi (w) − εi si w ∈ V 2
i ,

yi (w) sinon.
i := i + 1 et Aller à l’Etape 1.
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Algorithme méthode hongroise

Exemple

On exécute l’Algorithme méthode hongroise pour trouver un couplage
parfait de coût minimum dans le graphe biparti suivant.

U

V

u1 u2 u3 u4

v1 v2 v3 v4

v4

v3

v2

v1 3

u1 u2 u3 u4

2 1 1

1

3

4

4

5

58

8 8

2

7

9

Z. Szigeti (Ensimag) OC 2A 11 / 18



Exécution de l’algorithme méthode hongroise

0 0 0 0

3 2 1 1

0 0 0−2

5 4 1 3

−3 −1 0 0

6 5 2 3

−4 −2 −1 0

7 6 3 4

(1) (2)

(3) (4)

yi 0
Mi

Ei \Mi

U1
i ,V

1
i

U2
i ,V

2
i

U3
i ,V

3
i

U

V

u1 u2 u3 u4

v1 v2 v3 v4

v4

v3

v2

v1 3

u1 u2 u3 u4

2 1 1

1

3

4

4

5

58

8 8

2

7

9
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Justification de l’Algorithme méthode hongroise

Rappel

U2
i = {u ∈ U \ U1

i : ∃u′ ∈ U1
i et

une (u′, u)-châıne Mi -alternée},

V 2
i = ΓMi

(U2
i ),

V 3
i = ΓMi

(U3
i ).

Mi

U1
i

V 1
i

U2
i

V 2
i

U3
i

V 3
i

Ti

Gi

Théorème
1 yi est une solution réalisable du (D) ∀i .

2 Ei+1 contient Mi et une arête de G de U1
i ∪ U2

i à V 1
i ∪ V 3

i ∀i .

3 Après chaque exécution de l’Etape 4, |Mi+1| > |Mi | ou |U2
i+1| > |U2

i |.

4 L’algorithme s’arrête en temps polynomial

5 avec un couplage parfait Mi de G de coût minimum.
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Justification de l’Algorithme méthode hongroise

1. yi est une solution réalisable du (D)
yi(u) + yi(v ) ≤ c(uv ) ∀uv ∈ E .

Démonstration : Par récurrence sur i . Soit uv une arête quelconque de G .

1 i = 1 : y1(u) + y1(v) = min{c(uw) : uw ∈ E}+ 0 ≤ c(uv).
2 Supposons que c’est vrai pour i .

1 Si u ∈ U1
i ∪ U2

i et v ∈ V 2
i alors

yi+1(u) + yi+1(v) = (yi (u) + εi ) + (yi (v)− εi) ≤ c(uv).

2 Si u ∈ U1
i ∪ U2

i et v ∈ V 1
i ∪ V 3

i , alors, d’après la définition de εi ,

yi+1(u) + yi+1(v) = (yi (u) + εi ) + yi (v)

≤ yi (u) + yi (v) + (c(uv) − yi (u)− yi (v))

= c(uv).

3 Si u ∈ U3
i , alors yi+1(u) + yi+1(v) ≤ yi (u) + yi (v) ≤ c(uv).

3 Dans tous les cas, yi+1 est une solution réalisable du dual (D).
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Justification de l’Algorithme méthode hongroise

2. Ei+1 contient Mi et une arête de G de U1
i ∪ U2

i à V 1
i ∪ V 3

i .

Démonstration :
1 Toutes les arêtes yi -serrées entre U1

i ∪ U2
i et V 2

i et entre U3
i et V 3

i
restent yi+1-serrées :

1 yi+1(u) + yi+1(v) = (yi (u) + εi) + (yi (v)− εi ) = c(uv).
2 yi+1(u) + yi+1(v) = yi (u) + yi (v) = c(uv).

En particulier, Mi ⊆ Ei+1.

2 Puisque G possède un couplage parfait, par la définition de εi , il
existe uv ∈ E telle que

1 εi = c(uv)− yi (u)− yi (v), u ∈ U1
i ∪ U2

i , v ∈ V 1
i ∪ V 3

i .

2 yi+1(u) + yi+1(v) = (yi (u) + εi) + yi (v)
= yi (u) + c(uv)− yi (u) − yi(v) + yi (v)
= c(uv).

et donc uv ∈ Ei+1.
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Justification de l’Algorithme méthode hongroise

3. |Mi+1| > |Mi | ou |U2
i+1| > |U2

i |.

Démonstration : Soit uv ∈ Ei+1 telle que u ∈ U1
i ∪ U2

i , v ∈ V 1
i ∪ V 3

i .

1 Si v ∈ V 3
i alors |U2

i+1| > |U2
i |.

2 Si v ∈ V 1
i alors il existe une châıne Mi -augmentante dans Gi+1,

donc, d’après le Théorème de Berge, |Mi+1| > |Mi |.

Mi

U1
i

V 1
i

U2
i

V 2
i

U3
i

V 3
i

Gi Mi

U1
i+1

V 1
i+1

U2
i+1

V 2
i+1

Gi+1 Mi

U1
i

V 1
i

U2
i

V 2
i

U3
i

V 3
i

Gi+1
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Justification de l’Algorithme méthode hongroise

4. L’algorithme s’arrête en temps polynomial.

Démonstration :

1 Chaque Etape est polynomial.
2 On montre que la boucle est exécutée un nombre polynomial de fois:

1 D’après 3, soit |U2
i+1| > |U2

i | soit |Mi+1| > |Mi |.
2 Le premier cas peut se produire au plus n

2 fois donc
après au plus n

2 exécutions de la boucle, Mi peut être augmenté.
3 On peut augmenter Mi au plus n

2 fois.

3 L’algorithme est donc polynomial.
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Justification de l’Algorithme méthode hongroise

5. L’algorithme s’arrête avec un couplage parfait Mi de G de coût
minimum.

Démonstration :

1 Soit xi le vecteur caractéristique du couplage parfait Mi de Gi quand
l’algorithme s’arrête.

2 Alors xi est une solution réalisable de (P).

3 D’après 1, yi est une solution réalisable de (D).

4 Puisque Mi ⊆ Ei , si xi(uv) > 0 alors uv est yi -serré, les conditions
des écarts complémentaires sont satisfaites.

5 Alors les vecteurs xi et yi sont optimaux.

6 Mi est un couplage parfait de coût minimum de G .
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