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Rappel

Définitions : G = (V, E)

© Couplage : M C E tel que dy(v) <1VveV.

© Couplage parfait : M C E tel que dy(v) =1Vve V.

© Transversal : TCVtelque TN{u,v}#0VuveE.
Q v(G) := max{|M| : M couplage de G}.

9 7(G) :=min{|T|: T transversal de G}.

RS XX
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Définitions : G = (V, E)
© Sommet M-saturé : v € V tel que dy(v) = 1.
© Sommet M-insaturé : v € V tel que dy(v) =0.

© Chaine M-alternée : si ses arétes sont alternées en M et en E '\ M.
@ Chalne M-augmentante : si M-alternée d'extrémités M-insaturées.
© Graphe biparti : V=AUB,E(A) =0 = E(B).

Q I(X) : I'ensemble des voisins d'un ensemble X de sommets.

Db D
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Rappel

Théoremes

© Berge : Un couplage M est de cardinal maximum <—
il n'existe pas de chaine M-augmentante.

© Koénig : Dans un graphe biparti G, v(G) = 7(G).

© Hall : Un graphe biparti G = (U, V; E) posséde un couplage parfait
<~
o |U[=1V],
9 [F(X)| > [X] vX C U.

Remarque

© Théoreme de Ford-Fulkerson implique Théoreme de Konig.

© Par I'algorithme d’Edmonds-Karp on trouve dans un graphe biparti
@ un couplage de cardinal maximum et
@ un ensemble transversal de cardinal minimum.
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Probleme de couplage de colit maximum

Probleme

Py : Etant donné un graphe biparti G = (U, V; E) et un coiit c sur les
arétes, trouver un couplage M de coiit (> ..y, c(e)) maximum.

Application

@ Un directeur doit affecter ses n employés a n taches a exécuter.

o Chaque employé exécutera exactement une tache et
@ chaque tache sera exécutée par exactement un employé.

@ Puisque le directeur connait bien ses employés, il sait précisément le
profit c;; qu'il peut gagner en affectant I'employé E£; a la tache T;.

@ |l vous engage pour |'aider a trouver I'affectation de profit maximum.

@ Comment allez-vous modéliser ce probleme ?
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P1 couplage de colit maximum dans un graphe biparti.

P> le colit est non-négatif : on enléve les arétes de colit négatif car le
couplage du colit maximum ne contient aucune aréte de colit négatif.

P5; couplage parfait de colit maximum dans un graphe biparti complet :
on ajoute des nouveaux sommets et des nouvelles arétes de colit zéro.

P, couplage parfait de colit minimum dans un graphe biparti complet :
on multiplie les colits par —1.

Ps couplage parfait de colit minimum dans un graphe biparti complet
avec coiit non-négatif : on ajoute a chaque coiit L:=valeur absolue
maximale du colit d'une aréte. Le nouveau colit est non-négatif et le
coiit de chaque couplage parfait a augmenté par constante (5L).

Ps couplage parfait de colit minimum dans un graphe biparti ayant un
couplage parfait avec coiit non-négatif : plus général que Ps.
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Programmation Linéaire

Programme Linéaire (Primal)

Le probleme de trouver un couplage parfait de c-colit minimum dans un
graphe biparti G = (U, V; E) peut étre écrit comme un programme
linéaire.

Z x(e) = 1 ¥YwelUuUV,

x(e) > 0 Vee€E,
) c(e)x(e) = w(min).
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Programmation Linéaire

Programme Linéaire (Primal) pour un graphe G=(U,V;E)

Z x(e) = 1 VYweUuUV,

x(e) > 0 Ve€eE,
Zc(e)x(e) = w(min).

4

Remarques

© Le vecteur caractéristique d'un couplage parfait de G est une solution
réalisable du (P).

© Une solution de base de (P) est le vecteur caractéristique d'un
couplage parfait de G car le polyedre du (P) est entier par la régle de
Cramer et puisque chaque sous-matrice carrée de la matrice
d'incidence d'un graphe biparti est de déterminant 0,1 ou —1.
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Programmation Linéaire

Le dual du (P)

y(u)+y(v) < c(uv) YuveE,

Z y(w) = z(max).

weluVv

Les conditions des écarts complémentaires
x(uv) > 0= y(u) + y(v) = c(uv) (uv est y-serrée).

Théoreme (Egervéry)

Le colit minimum d'un couplage parfait d'un graphe biparti est égal a la
valeur optimale du (D).

@ A I'époque, la programmation linéaire n'existait pas !
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Algorithme pour trouver un couplage parfait de colit
minimum dans un graphe biparti

Algorithme méthode hongroise (Kuhn)

Entrée : G = (U, V; E) un graphe biparti qui admet un couplage parfait et
¢ un colit non-négatif sur E.
Sortie : Un couplage parfait de G de c-colit minimum.

Idée : On aura a chaque étape :
© un vecteur x (le vecteur caractéristique d'un couplage M),
@ une solution réalisable y du (D),

© tels que les conditions des écarts complémentaires soient satisfaites :
o x(e) >0 = e est y-serrée, c'est-a-dire
@ M est un couplage du graphe partiel induit par les arétes y-serrées.
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Algorithme méthode hongroise (Kuhn)

Etape 0. Initialisation.

Mo :=0,i:=1.

min{c(wv) : ww € E} siwe U,
nw) =1 g ) ) siw eV,

Etape 1. Construction du graphe G; des arétes serrées.

Gi:= (U, V; E) ot E; = {uv € E : yi(u) + yi(v) = c(uv)}.

Etape 2. Construction d’un couplage maximum et d’un transversal minimum dans G;.
En partant de M;_; et en utilisant les flots, trouver un couplage M; de G; de
cardinal maximum et un ensemble transversal T; de G; de cardinal minimum.

Etape 3. Condition d’arrét.

Si M; est un couplage parfait de G;j, alors arréter avec M;.
Etape 4. Construction des partitions de U et V.
U :={u € U :u Minsaturé}, U? := U\ (T U U}), U} := U\ (U} U U?),
Vi = {veV:v Mm-insaturé}, V2 = VN T, VE=Vv\ (ViuV?).
Etape 5. Changement de solution du dual.
i := min{c(uv) — yi(u) —yi(v) ;u e Ut U U}, ve VU VP uv € E}
yi(w) +¢& siwe Uru U
yis(w) = yi(w) —ei siwe V7,
yi(w) sinon.
i:=1i+1et Aller a I'Etape 1.
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Algorithme méthode hongroise

On exécute I'Algorithme méthode hongroise pour trouver un couplage

parfait de colit minimum dans le graphe biparti suivant.
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Exécution de I'algorithme mé
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Justification de I'Algorithme méthode hongroise

o U2={ueU\U!: 3 €U} et I NEEEN ]

une (v, u)-chaine M; alternee} M; >< G:
) \/,'2 — FM,-(UI?), T; ° N I I Y <5 I
o V3 =T (U3. U? U2 Ur

Théoréme

© y; est une solution réalisable du (D) Vi.

© Ej;1 contient M; et une aréte de G de U1 U U2 a V1 U V3 Vi.

© Aprés chaque exécution de I'Etape 4, [Mj,1] > [M;] ou |UZ ] > |UZ].
© L’algorithme s'arréte en temps polynomial

© avec un couplage parfait M; de G de coiit minimum.
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Justification de I'Algorithme méthode hongroise

1. y; est une solution réalisable du (D)
yi(u) + yi(v) < c(uv) Yuv € E.
Démonstration : Par récurrence sur . Soit uv une aréte quelconque de G.
Q i=1:y1(u)+yi(v) =min{c(uw) : uw € E} +0 < c(uv).
© Supposons que c'est vrai pour i.
O SiueUlUU?etve V?alors

Yirr(u) +yir1(v) = (yi(u) + &) + (yi(v) — &) < c(uv).
O Siue UlUU?etve VIUVE alors, d'apres la définition de ¢,

!

Yirr(u) +yira(v) = (yi(u) +&i) + yi(v)

yi(u) +yi(v) + (e(uv) = yi(u) = yi(v))
= c(uv).

IN

© Siue U3 alors yi1(u) + yir1(v) < yi(u) + yi(v) < c(uv).
© Dans tous les cas, y; 11 est une solution réalisable du dual (D).
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Justification de I'Algorithme méthode hongroise

2. E;,1 contient M; et une aréte de G de U' U U? 3 VU V3.
Démonstration :

O Toutes les arétes y;-serrées entre Ul U U? et V? et entre U3 et V3
restent y;ji-serrées :
0 yir1(u) + yira(v) = (vi(v) + &) + (vi(v) — &i) = c(uv).
9 yit1(u) +yir1(v) = yi(u) + yi(v) = c(uv).
En particulier, M; C E; ;.
© Puisque G possede un couplage parfait, par la définition de ¢, il
existe uv € E telle que
O & =c(uv) —yi(u) —yi(v),ue UtUU? ve ViUV
@ yir1(u) + yit1(v) = (vi(u) + &) + yi(v)
= yi(u) + c(uv) = yi(u) = yi(v) + yi(v)
= c(uv).

et donc uv € Ejyq.
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Justification de I'Algorithme méthode hongroise

Démonstration : Soit uv € E; 41 telle que u € Ut U U? v € VIU V3.
: 3 2 2
Q Sive VP alors U7 | > |UF].
Q Sive \/,-1 alors il existe une chaine Mj-augmentante dans Gj,1,
donc, d'apres le Théoreme de Berge, |M;1 1| > |Mj].

v v v Vi Vi 1 % v}
y N e o] [ =) o] NN \? o
m X)\ Gi m X\ Git1 m X Giy1
] [ ] = ] [ ] ®
voou ut Uz, Ul v ut
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Justification de I'Algorithme méthode hongroise

4. L'algorithme s'arréte en temps polynomial.

Démonstration :

© Chaque Etape est polynomial.
© On montre que la boucle est exécutée un nombre polynomial de fois:
© D'apres 3, soit |U? | > |U?| soit |[Mi1] > [Mj].
© Le premier cas peut se produire au plus 5 fois donc
aprés au plus 5 exécutions de la boucle, M; peut étre augmenté.
© On peut augmenter M; au plus 3 fois.

© L'algorithme est donc polynomial.
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Justification de I'Algorithme méthode hongroise

5. L'algorithme s'arréte avec un couplage parfait M; de G de colit
minimum.

Démonstration :

O Soit x; le vecteur caractéristique du couplage parfait M; de G; quand
I'algorithme s’arréte.

Alors x; est une solution réalisable de (P).
D'apres 1, y; est une solution réalisable de (D).

Puisque M; C E;, si x;(uv) > 0 alors uv est y;-serré, les conditions
des écarts complémentaires sont satisfaites.

Alors les vecteurs x; et y; sont optimaux.

©0 ©00O0

M; est un couplage parfait de colit minimum de G.
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