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Circulation

Définitions

Dans un réseau (G = (V,A), f, g), une fonction x sur les arcs est

@ une circulation si elle Vérifie la contrainte de conservation du flot :
di(v)=d (v)VveV <<= dif(Z)=d (Z)VZC V.

O réalisable si elle satisfait la contrainte de capacités :
f(e) < x(e) < g(e) Ve € A.

Probleme

Etant donnés un graphe orienté G, deux capacités f et g sur chaque arc e
avec f(e) < g(e), décider s'il existe une circulation réalisable.

(0,0,3)

(2,3, 1,2) (f(e),x(e),g(e))
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Z. Szigeti (Ensimag) 0OC 2A 1/11



Caractérisation

Lemme (Condition nécessaire pour avoir une circulation réalisable)

Ce qui doit entrer doit pouvoir sortir :

de (Z) <d(2) =df(2)< df(Z2) vZC V.

Théoreme (Hoffmann)

Il existe une circulation réalisable dans (G, f, g) si et seulement si

di (Z) <df(Z) vzZcv.

(0,0,3)

12 (f(e),x(e), g(e))
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Comment trouver une circulation réalisable 7

(0,3)

Etant donnés
© G = (V,A) un graphe orienté,

@ f et g deux fonctions sur les arcs telles que
f(e) < g(e) Ve € A.

1,4 /

Q b(v) :==df(v)—d7 (v) Vv eV,

Q b(Z) =Y, b(v) = dF(2) - d-(Z) ¥Z C V,
Q@S ={veV:b(v) <0}
Q7 ={veV:b(v)>0}

@ M =b(S)=b(T) (0=b(V)=b(S)+ b(T)).

4
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Algorithme pour trouver une circulation réalisable

Etape 1 : Vérification si f est une circulation

Si b(v) =0 Vv € V, alors arréter avec f qui est une circulation réalisable
de (G, f,g), par définition et par f < g.

Etape 2 : Construction du réseau

(G':= (V' A"),g’) ou

(0,3)

Q S:={veV:pv) <0} N o4

@ T:={veV:bv) >0} T el

Q V' :=VU{s,t}, (e

Q A =AU{sv:veStu{vt:veT} U
—b(v) siu=s,veS, < 2

Q g'(uv) = b(u) siue T,v=t, 2 o\ j/'
g(uv) —f(uv) siuveA K T
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Algorithme pour trouver une circulation réalisable

Etape 3 : Exécution de I'algorithme d'Edmonds-Karp
Trouver dans (G', g’)
Q un (s, t)-flot réalisable de valeur maximum x’ et

@ une (s, t)-coupe de capacité minimum Z U s.
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Algorithme pour trouver une circulation réalisable

Etape 4 : Arrét avec circulation réalisable

Si val(x") = M, alors arréter, x := f + x;; est une circulation réalisable.

0+0=0

1+041
2+1|=3 1+0=1 f(e) + x;(e) = x(e)
3+ 0N 3

1+3=4

Etape 5 : Arrét avec mauvaise coupe

Si val(x") < M, alors arréter, Z viole la condition de Hoffmann.

Z. Szigeti (Ensimag) 0OC 2A 6/11



Algorithme pour trouver une circulation réalisable

Algorithme

Entrée: Réseau (G, f, g) avec f < g.
Sortie : Circulation réalisable ou coupe violant la condition de Hoffmann.

Etape 1: Si f est une circulation : Stop avec la circulation réalisable f.
Etape 2 : Construire le réseau (G',g,s,t).
Etape 3 : Trouver dans (G’, g, s, t) par I'algorithme d’Edmonds-Karp

un (s, t)-flot réalisable de valeur maximum x’ et

une (s, t)-coupe de capacité minimum Z Us.
Etape 4 : Si val(x') = M : Stop avec la circulation réalisable x := f + Xx¢.
Etape 5 : Stop avec Z qui viole la condition de Hoffmann.
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Exercice 4.6

Existe-t-il une circulation réalisable dans les réseaux suivants ? l

(0,3)
(34) (19
4) (1

(1,4)

(a) déja fait

(_27

(2,4)

2,4
(13)
_2)

) )

(1

4)
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(a) x(e), c(e) fe) + xg(e)
(0.3) 0
r ) 1
s (1}2) (01) t 3 1
(2.2 (Y 3,3) 3
(33) 4
(b) (12) 3
(11 2 (L) 1
s (0}0) (1}4) t 2 1
(02 5
(0.1)
1,1) (1,1) 5
(2,4 W
(B3) (143)
(-2/-2) (-2,2) (1 4)
(0,1) (1,3)
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Circulation entiére

Théoréme

Si f(e) et g(e) sont entiers pour chaque arc e de G et
s'il existe une circulation réalisable dans (G, f, g), alors
il en existe une, x, telle que x(e) soit entier pour chaque arc e de G.

v
Démonstration

On exécute I'algorithme précédent.
Si on s'arréte avec f, alors f(e) est entier Ve € A(G).

o
o
O Dans (G, g’), g'(e) = g(e) — f(e) est entier Ve € A(G).
%]
o
o

Par I'algorithme d’Edmonds-Karp, x'(e) est entier Ve € A(G).
On ne peut pas s'arréter avec Z qui viole la condition car il existe une
circulation réalisable.

On s'arréte avec la circulation réalisable x = f + x et x(e) est entier
Ve € A(G).
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