Optimisation Combinatoire 2A

Circulations

Zoltan Szigeti

Ensimag
Grenoble INP

Z. Szigeti (Ensimag)



Circulation

Probleme

Peut-on faire circuler I'eau dans un systeme de tuyaux satisfaisant deux
contraintes de capacité des tuyaux ?

v
71 .

Modélisation

Graphe orienté G, deux capacités f et g sur chaque arc avec f(e) < g(e).
décider s'il existe une circulation réalisable.

Dans un réseau (G = (V, A), f, g), une fonction x sur les arcs est

© une circulation si elle vérifie la contrainte de conservation du flot :
dif(v)=d;(v)VveV <« df(Z2)=d; (Z)VZC V.

O réalisable si elle satisfait la contrainte de capacités :
f(e) < x(e) < g(e) Ve € A.
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Circulation

Exemple

Lemme (Condition nécessaire pour avoir une circulation réalisable)

Ce qui doit entrer doit pouvoir sortir :

d7 (Z) <d(Z) = dF (Z)< d} (Z) VZC V.

Théoreme (Hoffmann)

Il existe une circulation réalisable dans (G, f, g) si et seulement si

d7 (Z)<df(Z) vZcv.
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Thm de Ford-Fulkerson implique Thm de Hoffmann

Démonstration (début)

Etant donnés

© G = (V,A) un graphe orienté,

©Q 1 et g deux fonctions sur les arcs telles que
O f(e) <gle) Ve € A,
® d7(2)<dj(2) vzcv.

Q b(v) :==df(v)—d; (v) Vv eV,

Q b(Z) =3, b(v) = d}(2) - d-(Z)VZ C V,
Q@S5S ={veV:b(v)<0}

Q7 :={veV:b(v)>0},

Q@ M :=b(S)=b(T) (0=b(V) = b(S) + b(T)).
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Thm de Ford-Fulkerson implique Thm de Hoffmann

Démonstration (commence)

Si b(v) =0 Vv € V, alors f est une circulation réalisable de (G, f, g),
par définition et par f < g.

, ” Exemple
Construction du réseau GE)

(G"'=(V',A),g') ol o
Q V' =VU({s,t} PP
Q A=AU{sv:veStu{vt:veT} X
— b(v) siu=s,veSs, . )
9 g'(uw) = b(u) siue T,v=t, s(, |- llf.t
gluv) — F(ur) siuv € A [ AN
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Thm de Ford-Fulkerson implique Thm de Hoffmann

Lemme

Q |l existe un (s, t)-flot réalisable x” de valeur
au moins M dans (G', g’). =

© La capacité minimum d'une (s, t)-coupe est
au moins M dans (G', g’).
(Par le Théoreme de Ford-Fulkerson)

cap(ZUs) =3 ,es\z8'(sV) +Xuernz 8 (Ut) + X uvesq(z) 8 (uv)
=2 ves\z —b(v) + X uernz b(uv) +Xivese(z)(8 — F)(uv)

=—b(S\ 2) + b(TN2) + df_(2)
= —b(S)+b(SNZ) + b(TNZ) + b(Z\(SUT)) + d; ((2)
=M+ b2) + (2

=M + (d/(2) - d; (2)) + (df (Z) — df (2))
=M +(df (Z2) —d; (2)) > M+ 0= M.
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Thm de Ford-Fulkerson implique Thm de Hoffmann

Démonstration (continue)

Tout arc incident a s ou t est saturé (x'(e) = g'(e)).

M < val(x") =) X(sv) <> g'(sv)=>_ —b(v) =—b(S) = M.
veSs veS veS
M < val(x') =dg(t) = Y X(vt) < > g'(vt) =) b(v)= b(T)=M.
Exemple

(0.3)
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Thm de Ford-Fulkerson implique Thm de Hoffmann

Démonstration (presque la fin)
x = f + xg; est une circulation dans (G, f, g).

@ df (v) — di (v) = b(v),

+xl, =—=b(v) sives,
w=—b(v) siveT.

vt

B =0=—-b(v) sivéeSUT,
Q@ df(v)—dy(v) =di() - ds ()] +x, =

/
G
— X

(v) =df(v) —d (v) + d:c(v) — dx_é(v) = b(v) — b(v) = 0.

Q di(v) —d

Exemple

>

2+1 1+f0=1 f(e) + xg(e) = x(e)
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Thm de Ford-Fulkerson implique Thm de Hoffmann

Démonstration (enfin la fin)

x = f + x¢ est réalisable dans (G, f, g).
Q 0< X (e) <g'(e) = g(e) — f(e), (X' est réalisable dans (G',g’)) =
Q f(e) < (f +xg)(e) < gle) Ve € A.

v

)

0=1 f(e)+x’G(e):x(e)
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Algorithme

Algorithme

Entrée : (G, f, g) avec f < g.
Sortie ' Une et une seule parmi :

@ une circulation réalisable,

© une coupe violant la condition de Hoffmann.

© Si f est une circulation, alors arréter.
@ Sinon
® Construire le réseau (G', g’, s, t).
@ Trouver dans (G', g’, s, t) par l'algorithme d’'Edmonds-Karp,
@ un (s, t)-flot réalisable de valeur maximum x’ et
@ une (s, t)-coupe de capacité minimum Z U s.
@ Sival(x’) = M, alors arréter, x = f + x( est une circulation réalisable.
O Sinon arréter, Z viole la condition de Hoffmann.

Exemples en TD.
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Circulation entiére

Théoréme

Si f(e) et g(e) sont entiers pour chaque arc e de G et
s'il existe une circulation réalisable dans (G, f, g), alors
il en existe une, x, telle que x(e) soit entier pour chaque arc e de G.

v
Démonstration

© On exécute I'algorithme précédent.

@ Si on s'arréte avec f, alors f(e) est entier Ve € A(G).

O Dans (G, g’), g'(e) = g(e) — f(e) est entier Ve € A(G).

Q Par l'algorithme d'Edmonds-Karp, x/(e) est entier Ve € A(G).

© On ne peut pas s'arréter avec Z qui viole la condition car il existe une
circulation réalisable.

@ On s'arréte avec la circulation réalisable x = f + x¢; et x(e) est entier
Ve € A(G).
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Thm de Hoffmann implique Thm de Ford-Fulkerson

Démonstration (début)

Etant donnés
© G =(V,A) un graphe orienté,
Q s,t deux sommets de G tels que d(s) =0 = d*(t),
© g une fonction non-négative sur les arcs,

M := la capacité minimum d'une (s, t)-coupe dans (G, g).

Construction du réseau
Q G :=(V,AU{ts}),

o (@)@ = { (e

sie €A,
(M, M)  sie=ts.
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Thm de Hoffmann implique Thm de Ford-Fulkerson

Lemme

O |l existe une circulation réalisable x dans (G', ', g’). —
@ Par le Théoréeme de Hoffmann :

@ f'(e)<g'(e) VeeAU({ts},

© dn(Z2)<df(Z) vZCV.

Démonstration
Q f'(e) =0<g(e) =g'(e) Ve € A,
f'(ts) = M = g'(ts).
Q d . (2)= 0=4d(2) < d;f,(Z) si Z ne sépare pas s et t,
de/(Z) = M < df (Z) = dji(Z) si Z sépare s et t.

(3,3)

0.3
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Thm de Hoffmann implique Thm de Ford-Fulkerson

x¢ est un (s, t)-flot réalisable de valeurs M dans (G, g).

Démonstration

O df (v)=df(v) =d(v) =d(v) VveV\ (st} (xc est un flot)
Q 0=""(e) < xg(e) < g'(e) = g(e) Ve € A, (x¢ est réalisable)
© val(xg) = d.(s) = d(s) = d(s) = x(ts) et

M = f'(ts) < x(ts) < g’(ts) = M, donc val(xg) = M.

Démonstration (Fin)

M = val(xg) < flot max < coupe min. = M, d’ou flot max = coupe min.

Z. Szigeti (Ensimag) 0OC 2A 13 /16



Application de la circulation entiere

Arrondissement de matrice

Etant donné une matrice réelle A, il faut arrondir (vers le bas/vers le haut)
Q chaque élément a;; de A,

© la somme de chaque ligne a; (1 < i< m),
© la somme de chaque colonne &/ (1<j<n),

de maniere a ce que la somme des éléments arrondis de chaque ligne (et
colonne) soit égale a I'arrondi de la somme de la ligne (de la colonne).

Modéliser ce probleme par un probleme de circulation dans un réseau.

v

Exemple
pas correcte correcte
0.33 | 0.44 | 1.24 | 2.01 0012 110|112
1.53 | 0.41 | 2.32 | 4.26 210124 1(1(2|4
1.86 0.85 3.56 2 1 4 2 1 3 )
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Application de la circulation entiere

Construction du réseau

(G,f,g) ou
Q V(G)={h,...,Im}U{c,...,cn} U{s, t},
Q A(G) = {sli, licj,cjt,ts : 1 <i<m,1<j<n},
(1= ag)s 1372 ai])  si e = sl

_ ) (lag). Tai1) si e = ligj,
O (He)8leD =1 (I=m, ), [X7, 21) sie=gt,
(13255 ai), 12255 i) si e = ts.

Exemple
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Application de la circulation entiere

Solution

O f(e) et g(e) sont entiers pour chaque arc e de G,
@ il existe une circulation réalisable dans (G, f, g),

© il en existe une, x, telle que x(e) soit entier pour chaque arc e de G.

v
Exemple
(

0.33 | 0.44 | 1.24 | 2.01
1.53 | 0.41 | 2.32 | 4.26

1.86 0.85 3.56
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