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2A — OPTIMISATION COMBINATOIRE
Flots de cotit minimum

Etant donnés un graphe orienté G = (V, A), une fonction m sur les sommets de G telle que
m(V) = 0, deux capacités f et g sur les arcs de G telles que f < g et un cott ¢ sur les arcs de G,
une fonction z sur les arcs de G est un m-flot si (1) est vérifiée et elle est (f, g)-réalisable si (2) est
vérifiée.

dy(v) —dg (v) =m(v) YveV, (1)
fle) <z(e) < gle) Ve € A. (2)

Le réseau auxiliaire (G, g, ¢;) associé a (G, m, g, c,x) est définie de la fagon suivante :
Gy = (V,ALU A2) ot AL == {uv € A: z(uv) < g(uv)} et A2 := {vu: uv € A, x(uv) > 0},
gz (uv) = g(uv) — x(uv) si uv € AL et x(vu) si uv € A2,
cz(uv) = c(uv) si uv € AL et —c(vu) si uv € A2.
Pour une fonction 7 sur les sommets, le cott réduit est ¢™(uv) := c(uv) + m(v) — m(u) Yuv € A.

Exercice 5.1. — Il existe un m-flot (f, g)-réalisable dans G si et seulement si
m(V) = 0 (3)
Ay (Z) —d; (Z) > m(Z)VZCV. (4)
Exercice 5.2. — Montrer que dans le probléme du m-flot (f, g)-réalisable de c-coit minimum on

peut supposer que f(e) =0 Ve € A et que m(v) =0 Vv e V\ {s,t} ou s,t € V.

Exercice 5.3. — Le programme linéaire P associé au probléme du m-flot g-réalisable (quand f(e) =
0 Ve € A) de c-coiit minimum est le suivant :

Z x(vu) — Z z(ww) = m(v) Yv eV, (5)
vu€A uv€A

z(e) < gle) VeeA, (6)

xe) > 0 VeeA, (7)

Z cle)r(e) = w(min). (8)

e€A

(a) Montrer que le dual de P est le programme linéaire D suivant :

ple) > —c"(e) Vee A, (9)
ple) > 0 Ve € A, (10)
S nom(v) - 3 ple)gle) = z(ma). ()

veV ecA
(b) Montrer que les conditions des écarts complémentaires pour P et D sont :

z(e) >0 = ple) =—c"(e), (12)
ple) >0 = z(e) =g(e). (13)
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Exercice 5.4. — Etant donné un m-flot g-réalisable = pour (G, m, g, c), montrer que les conditions
suivantes sont équivalentes :

(a) x est un m-flot g-réalisable de c-cotit minimum,

(b) (Gz,cz) est sans circuit absorbant,

(¢) (Gg,c,) admet un potentiel 7/,

(d) il existe une fonction 7 sur V telle que ¢ (uv) > 0 pour tout arc uv de Gy,

(e) il existe une fonction 7 sur V telle que pour tout arc e de G :

z(e) >0 = c"(e) <0, (14)
z(e) < gle) = c"(e)>0. (15)
Exercice 5.5. — (Justification de l’algorithme suppression des circuits absorbants)

ALGORITHME SUPPRESSION DES CIRCUITS ABSORBANTS :

Entrik : (G = (V,A),g,c) réseau, k > 0 et s,t € V.

Sortie : Soit un flot g-réalisable x de s & t de valeur k de ¢-colit minimum
soit une coupe 5g (X) séparant s de t de capacité inférieure a k.

Etape 1 : Recherche d’un flot réalisable de s a t de valeur k dans (G, g).
G = (VUs, AUs's), ¢ (e) :=g(e) Ve € A, ¢ (s's) := k.
Appliquer I'algorithme d’Edmonds-Karp a (G', ¢/, s',t) pour obtenir dans G’
un flot ¢’-réalisable x’ de s’ a t de valeur maximale et
une coupe &, (X') séparant s’ de ¢ de g’-capacité minimale.
Si capy (X') < k alors arréter avec 05(X) ot X := X' — s
Etape 2 : Recherche d’un circuit absorbant dans (G, cy).
T = Ty,
G = (VUS AGy)U{s"v:v eV},
d'(e) = cx(e) Ve € A(Gy),d"(s"v) =0 Vv e V.
Appliquer l'algorithme général a (G”,s”,c").
S’il s’arréte avec les plus courts chemins de s” alors arréter avec x.
Etape 3 : Changement du flot.
S’il s’arréte avec un circuit C' absorbant alors
g := min{ g, (uv) : wv € A(C)},
r(uww) +e siuv € A(C)N AL
' (uww) =4 z(ww) —e sivu€ A(C)N A2
z(uv) sinon.
Aller & I’Etape 2.

(a) Montrer que, si I'algorithme s’arréte & I'Etape 1, alors 64(X) est une coupe de G séparant s
de t de c-capacité inférieure a k.

(b) Montrer que, si l'algorithme s’arréte a I'Etape 2, alors = est un flot g-réalisable de s a ¢ de
valeur k£ de c-colit minimum.

(c) Montrer que, a 'Etape 3, € > 0.

(d) Montrer que, a 'Etape 3, 2’ est un flot g-réalisable de s a t dont le c-coit est égal au c-cotit
de z plus ec,(C).



