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Théoreme min-max

Théoreme (Ford-Fulkerson)

O max{val(x): (s,t)-flot réalisable x} = min{cap(Z) : (s, t)-coupe Z}.

Théoreme (Ford-Fulkerson)

Si g(e) est entier pour chaque arc e de G, alors il existe un flot réalisable
x de valeur maximum tel que x(e) soit entier pour chaque arc e de G.
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Enoncé

Soient G = (V/, A) un graphe orienté, s, t € V et k € Z tels que

dt(s)—d (s) = Kk,
dt(t)—d (t) = —k,
d*(v)—d (v) = 0 VYveV\({st}

(a) Montrer que G posséde k (s, t)-chemins arc-disjoints.
(b) Trouver trois (s, t)-chemins arc-disjoints dans le graphe orienté suivant.
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Enoncé

Le but de cet exercice est de démontrer le Théoreme de Menger:

Etant donnés un graphe orienté G = (V, A) et deux sommets s, t € V,
le nombre maximum de (s, t)-chemins arc-disjoints =
le degré sortant minimum d'une (s, t)-coupe.

Soient G’ := G — §1(t) — 6 (s) et g(e) := 1 pour chaque arc e de G'.

(a) Montrer que max=la valeur maximum d’un (s, t)-flot réalisable dans (G, g).

(b) Montrer que min=la capacité minimum d'une (s, t)-coupe dans (G, g).

(c) En déduire le théoreme de Menger.

Z. Szigeti (Ensimag) 0OC 2A 3/11




Exercice 3.7

Démonstration de (a)

© Soient Py, ..., Pnax max (s, t)-chemins arc-disjoints.

@ Soit x(e) = 1si e € [JA(P;) et x(e) = 0 sinon.

© Si v # s, t est dans ¢ chemins: df(v) = ¢ = dy (v) et x est donc un
(s, t)-flot. Puisque 0 < x(e) <1 = g(e) Ve, x est g-réalisable.

Q flot max > val(x) = df(s) = max.

© Puisque g(e) =1 Ve, il existe un flot g-réalisable entier x de valeur
k :=flot max, x(e) est donc égal a 0 ou 1 Ve.

Q Soit G” :=(V,A") ou A” := {e € A(G') : x(e) = 1}.

@ Comme x est un (s, t)-flot de valeur k, les conditions de |'Exercice

3.6 sont satisfaites, il existe donc k (s, t)-chemins arc-disjoints dans
G", et ainsi dans G, donc max > k = flot max.

Q Par (4) et (7), on a max = flot max.

Z. Szigeti (Ensimag) 0OC 2A 4/11



Démonstration de (b)

Par la définition de g, on a df(Z) = capg(Z) pour toute (s, t)-coupe,
ce qui implique (b).

Démonstration de (c)

Par (a), le théoreme de Ford-Fulkerson et (b), on a
max = flot max = coupe min = min.
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Rappel

Définitions : G = (V, E)

© Couplage : M C E tel que dy(v) <1VveV.

© Couplage parfait : M C E tel que dy(v) =1VYve V.

© Transversal : TCVtelque TN{u,v}#0VuveE.
Q v(G) := max{|M| : M couplage de G}.

Q 7(G) :=min{|T|: T transversal de G}.

RS XX
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Relation entre v(G) et 7(G)

Pour tout graphe G, v(G) < 7(G).

Démonstration

© Soient M un couplage maximum et T un transversal minimum de G.

© Puisque T est un transversal, T contient au moins une extrémité de
chaque aréte e de M, disons ve.

© Comme M est un couplage, ve # vr sie, f € M et e £ f.

O M =|{vecT:ecM}<|T|

Q v(G) = M| <|T|=7(G).
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Exercice 3.8

Enoncé
Le but de cet exercice est de démontrer le Théoreme de Konig:

Etant donné un graphe biparti G = (U, V; E), le cardinal maximum d'un
couplage de G = le cardinal minimum d'un ensemble transversal de G.

On construit un réseau (D:= (W, A),g) ou W:= UU V U s, t},
A={su:ueU}U{vt:veViU{uv:ueU,ve V,uv e E},
g(su):=1Vue U, g(vt) :=1VYve Vetgluv):=|Ul+1VuveE.
Soient x un (s, t)-flot réalisable entier de valeur maximum dans (D, g),

Z une (s, t)-coupe de capacité minimum dans (D, g),
M:={uv € E :x(uv) =1} et T:=(U\ Z)U(V N 2Z).

(a) Montrer que M est un couplage de G et que |M| = val(x).

(b) Montrer que T est un transversal de G et que | T| = cap(Z2).
<)

(

En déduire le Théoreme de Konig.
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Exercice 3.8

Démonstration de (a)

O |l existe un entier (s, t)-flot g-réalisable x de valeur maximum.

Q Puisque d;f (v) = dy (u) = x(su) < g(su) =1 Vue U,
et dy(v) =df(v) =x(vt) < g(vt)=1Vv eV, ona

O x(e)=0oulVee Aet
® au plus une aréte de M est incidentea w € UU V.

© M est donc un couplage de G.

Q val(x)=df (UUs) — d-(UUs)=dH(Uus)= S 1=|M|.
x(uv)=1l,uveE

v
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Exercice 3.8

Démonstration de (b)

Q cap(Z) < d/f(s) = |U| : Z est une (s, t)-coupe de capacité minimum.
@ Soit K I'ensemble d'arcs dans Dde UNZ a V' \ Z.

Ul = cap(Z) = > g(su)+ > gvt)+ > g(uv)
ueU\Z vevnz uveK

= > 14+ > 14 > (JU+1)

ueU\Z vevnz uveK
=|U\Z|+|VNnZ|+|K|(JU|l +1)
= [T+ IK|(Ul +1).
© Donc K = (), et ainsi T est un transversal et cap(Z) = |T|.

Z. Szigeti (Ensimag) 0OC 2A 10 /11



Démonstration de (c)

© Par le théoreme de Ford-Fulkerson, (a), Lemme 1 et (b),
cap(Z) = val(x) = [M| < v(G) < 7(G) < |T| = cap(2),

@ On a donc égalité partout, en particulier v(G) = 7(G).
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