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Exercice 1.1(a)

Enoncé

La somme des degrés des sommets d'un graphe G = (V, E) est égale a
deux fois le nombre d’arétes, c’est-a-dire

> d(v) =2|E].

veV

Démonstration

© Calculer la somme des degrés des sommets de G revient a compter les
arétes incidentes a chaque sommet et puis a ajouter ces nombres.

© Chaque aréte uv est comptée exactement deux fois dans la somme :
une fois dans d(u) et une autre fois dans d(v).
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EXO 1.1(b)

Le nombre de sommets de degré est pair.

Démonstration

© Par I'Exercice 1.1(a),

pair (ZEN?
Q0E[ =D "d(v)= Y dv)+ > d(v)
veV d(v) pair d(v)

Q Donc 3y d(v) est pair.
© Or une somme de nombres n'est paire que si le nombre de
termes de cette somme est pair.
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Exercice 1.2(a)

Définition

@ degré entrant d;(X) de X : le nombre d’'arcs entrants dans X,
o degré sortant d/(X) de X : le nombre d'arcs sortants de X.

> " dp(v) = dp (X) + [A(D[X])].
veX

Démonstration

© Calculer la somme des degrés entrants des sommets dans X revient a
compter les arcs entrants de chaque sommet dans X et puis a ajouter
ces nombres.

© Chaque arc entrant X et chaque arc dans X est compté exactement
une fois dans la somme.
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Exercice 1.2(b)

> d5 =3 dp(v).

veVv veVv

v
Démonstration

Par I'Exercice 1.2(a),

> di(v) = di(V)+IAD[V])]
veV

= |Al
= dp (V) + |A(D[V])]

= > dp(v).

veVv
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Exercice 1.2(c)

D (df(v) = dp(v)) = df(X) — dp(X).

veX

Démonstration
Par I'Exercice 1.2(a),

Y (db(v) —dp(v)) = (d5(X)+|ADIX])]) — (dp (X) + [ADIX])])
veX

= d3(X) -~ dp(X).




Les conditions suivantes sont équivalentes : |, & _Ja-e\ = VAR T
(a) Il existe une (s, t)-chaine.

()
(b) Il existe une (s, t)-chaine simple. PR

A
|

(c) Il existe une (s, t)-chaine élémentaire.

Démonstration

(c) = (b) = (a) : évidentes.
@) = (o) :
@ Soit P une (s, t)-chaine ayant un nombre minimum d'arétes.

@ Si v; = v; alors en supprimant la sous-suite vie;...vj_1ej_1 entre v;
et v; on a une (s, t)-chaine qui est plus courte que P, contradiction.

@ P est donc élémentaire. )
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Enoncé

Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) Il existe une (s, t)-chaine.
(b) dg(X)>1VX:se X C V\t

Démonstration : (a) = (b)
© Soient P = viva... v, une (s,t)-chaineet s € X C V\ t.
@ Soit 7 le plus petit indice tel que v; € V' \ X (existe car v, € V' \ X).
© Comme vi € X,onai>2 douv,_1€X,etdonc
Q l'aréte v;_1v; de P sort de X, d'ou dg(X) > 1.

Z. Szigeti (Ensimag) 0OC 2A 7/24



Exercice 1.4

Démonstration : (b) = (a)
© Supposons que  dg(X)>1 VX: seXCV\t
@ Soit X = {v € V : il existe une (s, v)-chaine P, dans G}.
© Par définition, s € X.

Q dg(X)=0:5s'il existait vw € E,v € X C V' \ w alors P,,:= P, + vw
serait une (s, w)-chaine, ainsi w € X, contradiction.

@ Par la condition, t € X, c'est-a-dire

O qu'il existe une (s, t)-chaine.

X VA X
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Soient s et t deux sommets d'un graphe orienté D = (V, A).
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) Il existe un (s, t)-chemin.

(b) df(X)>1VX:seXCV\t

(c) Il existe un (s, t)-chemin élémentaire.

Démonstration
Comme la version non-orientée.
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Définitions
© graphe connexe : Il existe une chaine entre
chaque paire de sommets dans le graphe. /\ < )
@ composantes connexes d'un graphe : Les & R

sous-graphes connexes maximaux du graphe.

Un graphe G = (V, E) est connexe <= dg(X)>1 VO0#XCV.

Démonstration
Triviale, par I'Exercice 1.4.
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Définitions 7

© graphe orienté fortement connexe : |l existe un chemin
de chaque sommet a chaque sommet.

© composantes fortement connexes d'un graphe orienté :
Les sous-graphes fortement connexes maximaux.

Un graphe orienté D = (V, A) est fortement connexe <=
dy(X)>1 VO0#£XCV.

Démonstration
Triviale, par I'Exercice 1.5.
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Si tous les degrés des sommets d’un graphe simple G sont supérieurs ou

égaux a deux, alors G posséde un cycle élémentaire.

Démonstration

© Soit P:= viv ... v une plus longue chaine élémentaire de G.

Q Par d(v1) > 2 et G simple, il existe un voisin u # v, de vy.

Q ve{vs,...,w} : sinon P:= uv; + P serait une chaine élémentaire

plus longue que P, contradiction.

Q@ C:= P|vi, u] + uvy est donc un cycle élémentaire.

uvi + P
o o
u Vi 173 vy c
P Vi V2 P u \
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Enoncé

Si dj(v) > 1 Vv e V(D) alors il existe un circuit élémentaire.

Démonstration
@ On commence un parcours a partir d'un sommet quelconque,

@ quand on arrive a un sommet non-visité on peut en sortir, par la
condition.

@ quand on arrive a un sommet déja visité on a un circuit élémentaire
entre les deux apparitions de ce sommet.
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Exo 1.10

Définition

Graphe biparti : s'il existe une partition de V(G) en deux ensembles A et
telle que chaque aréte de G relie un sommet de A a un sommet de

G est biparti <= G ne contient pas de cycle élémentaire impair.

Démonstration de nécessité
© Soient G= (A, B; E) biparti et C un cycle élémentaire de G.
Q (A, B; E(C)) est biparti et dc(v) =0 ou 2 pour tout v € A.
Q [E(C)[ =2 veadc(v) =22,ca0=0mod 2.

R R
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Exo 1.10

Démonstration de suffisance

© Soit G= (V, E) un graphe connexe.
@ Choisir un sommet s de V, A:= {s}, B := 0.
Tant qu'il existe u € AU B, v ¢ AU B, uv € E faire :
=BU{v}siue Aet A:=AU{v}siue B, p(v):=u.
© S'il existe xyx» € E tq x1 et xo sont de méme couleur alors faire :
Soit P; la (s, xi)-chaine obtenue en utilisant p(.) (i = 1,2).
Soit t le dernier sommet en commun de P; et P, a partir de s.
Q C := Pi[x1, t] + Pa[t, x2] + xox1 est un cycle élémentaire impair,
contradiction. G est donc biparti.
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Pour un graphe D = (V, A) orienté, (a) et (b) sont équivalentes :
(a) Il existe une partition des arcs de D en circuits élémentaires.

(b) df(v) =dy(v) VveV.

Démonstration : (a) = (b)

O Soit {Cy,..., Cx} une partition des arcs de D en circuits élémentaires.

2] déri(v) =1=dc(v) Vv e V().
o dé‘i(v) =0=dc(v) Vv ¢ V(G).

© d5(v) =Xk, di(v) = Th, dg(v) = dp(v) v e V.
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Exo 1.11

Démonstration : (b) = (a)

© Par récurrence sur |Al; pour |A| = 0, c'est trivial.

© Sinon, il existe une composante connexe D; de D, qui contient un arc.

(s dgl(v) = dBl(v),dgl(v) +dp (v) > 1= d;l(v) >1VYve V(D).

© Par I'Exercice 1.9, Dy a un circuit élémentaire ;.

@ D= D — A(G).

Q df(v) =dp(v) Vv e V(D) et |A'| < |A|, par récurrence, il existe
donc une partition {Cy, ..., C} de A’ en circuits élémentaires.

Q@ {G, G, ..., C} est la partition cherchée de A.
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Exo 1.12

Enoncé

D est sans circuit <= il existe un ordre topologique v,...,v, de V(D) :
si viv; € A(D) alors i < j.

Démonstration

© suffisance : I'ordre topologique montre qu'on ne peut jamais revenir.

© nécessité : on peut construire I'ordre topologique en choisissant
successivement un sommet de degré sortant zéro dans le graphe qui
reste aprés avoir effacé les sommets déja choisis.

’ ’ ’ ) @

D D’ D’ Vi V2 v3 va V5=V

D
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Exo 1.13

Définition
arbre : graphe connexe, sans cycle. NV \Q/

Enoncé

Montrer que G = (V/, E) est un arbre <
il existe une unique (x, y)-chaine élémentaire Vx,y € V.

Démonstration

Q@ G est connexe <=
il existe au moins une (x, y)-chaine élémentaire dans G Vx,y € V.

© G est sans cycle <=
il existe au plus une (x, y)-chaine élémentaire dans G Vx,y € V.
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Exo 1.14

Définition
arbre couvrant de G : arbre contenant tous les sommets de G.

Montrer qu'un graphe G admet un arbre couvrant <= G est connexe.

Démonstration de nécessité :

Si H est un arbre couvrant de G, alors H est connexe, donc G |'est aussi.
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Exo 1.14

Démonstration de suffisance :

© Supposons que G est un graphe connexe.
@ Soit H un graphe partiel connexe de G avec un nombre minimum
d’arétes.

© Si H contenait un cycle C, alors pour une aréte e de C, H — e serait
un graphe partiel connexe de G, contenant moins d'arétes que H, ce
qui contredirait la minimalité de H.

© Par conséquent, H est un graphe partiel de G connexe et sans cycle,
donc un arbre couvrant de G.
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Exo 1.15

Définition

s-arborescence : graphe orienté tq il existe un unique (s, t)-chemin Vt € V.

Algorithme de Marquage

Entriée: Un graphe orienté D = (V/, A) et un sommet s de D.
SorTiE : S les sommets qui peuvent étre atteints depuis s par un chemin,
et F C A tel que (5, F) soit une s-arborescence.
Etape 0: Initialisation.

S:={s} et F:=0.
Etape 1: Marquage.

Tant qu'il existe uv € A, u € S, v ¢ S faire

S:=SuU{v}et F:= FU{uv},

Etape 2: Fin de I'algorithme.

STOP.
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Exo 1.15

Démonstration

© Par récurrence, a chaque étape (S, F) est une s-arborescence.
@ Par (1) et par définition, il existe un (s, v)-chemin Vv € S.
O Alafin, df(S) = 0, il n'existe donc pas de (s, v)-chemin Vv ¢ S.

© S = les sommets qui peuvent étre atteints depuis s par un chemin.
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Exo 1.16

Enoncé

Soit s un sommet de D = (V/, A). Montrer que les conditions suivantes
sont équivalentes:

(a) il existe un (s, t)-chemin dans D, Vt € V' \ s,
(b) df(X)>1VX:seXCV,

(c) il existe une s-arborescence couvrante de D.

v
Démonstration

© (a) = (b) : Par I'Exercice 1.5.
@ (b) = (c) : Par I'Algorithme de Marquage.
O (c) = (a) : Par définition.
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