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Peut-on trouver ce
qu’on peut prouver ?

Méme difficiles, certains problémes ont la bonté de se laisser aborder : on
peut y apporter une solution et prouver qu’elle est juste. D'autres sont
moins conviviaux : il est seulement possible de prouver une réponse donnée.
Mais prouver suffit-il pour trouver ? Répondre 3 cette question nous
révélerait les limites universelles de ce que I'an peut faire par ordinateur.

Lne réponse a la question posee par Je titre du pré-
sent aricle codterait wn million de dollars au
Clay Mathematics Institute, qui a lancé le concours
Millenium Prize Prablenss®, Sa difficulié, son impordance
pour les mathématiques, ¢ plus cncore ses conse-
quences en inlormatique rangent oo probléme
= IP'=NP? » et dautres de la méme famille) parmi les
plus grands délis actuels. Contentons-nous pour Je
moment de menlionner que fes « cryplosvstémes »
e Pinlormatique et des banques sont fondés sur
Fhypothése P2 NI La publicité qui lui ost faite a aussi
conduit & des rumeurs et des idées ausses.
Comme beavcoup de problémes difliciles de mathé-
maticues qui deviennent les problismes cenlraux de
grandes théories, celui-ci a son intérét seientifique o
esthétique en soi. Mais ses applicalions augmen-
tent considérablement Fenjeu d'une solution,
I s'agil de comprendre les limites théoriques des
indépendamment progres
technigque. Comme la vilesse de la lumicre en
physique, il v a eninformatique des limites quon
ne pourra jamais depasser Cos limites viennent
également de la réalité physique. Méme pour des
problémes de taille raisonnable, le nombre d'opéra-

ardinaleurs, du

lioms pour la résolulion peut étre diraisonnablement
grand, rendant le problime intraitable indépen-
damment des moyens techniques, La lumiére viendra
done probablement avant tout davancées dordre
gencral dans la théorie de la complexite. Linterrogalion
the base porte sur les limites de ce quion pourra freser
T o

La Mature — L « supréme fasciste » comme dirail Paul
Erdiis!! — est particulitrement diabolique ici : elle met
une grande partie des problémes appliques dans la

A défaut de pouvoir résoudre tous les problémes, les mathématiciens cher-
chent a savoir guels problémes leur sont accessibles, c'est-a-dire pour [es-
quels ils pourront concevoir un algorithme qui aboutit en un temps raison-
nable (ou polynomial). De méme, ils cherchent & identifier les problémes
pour lesquels, indépendamment des progrés techniques, il ne leur sera
jamais possible d'apporter une réponse. C'est peut-étre le cas des problemes
universels (ou NP-complets) : si I'on parvenait 4 en résoudre un, alors tous
seraient résolus. On aura alors démontré que P = NP. Mais il parait peu pro-
bable que I'on puisse un jour concevoir un algorithme polynomial pour les
problemes universels méme si, pour le démontrer, des idées radicalement
nouvelles devront probablement étre apportées A la théorie de la complexité,
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famille des problémes « universels »; cos problémes
pour lesquels une bypothélique « formule miracde »
qui risoudrail Iun d'eux permettrait en réalité de les
risoudre tous, Pour démontrer qu'un probléme est
intraitable, la principale maniére de faire est aujour-
t'hui de montrer quiil est universel 5!

Avant d'aller trop loin, plongeons-nous dans des
mallis simples. Un nombre ost appelé aompose '3 s'écoril
comme le produitl de deux nombres entiers plus
granls que 1. Un nombre est appelé premier il n'est
pas compose. Parexemple 6 = 2% 3 est composi:;
sl premier.

A volre avis, le nombire suivant, fait de 165 chiffres, est
il comprrsd? Ou est-il premicr?

SO TG A 2T T L 285 4B 1380582135 1 37H 575G
2U2HHEF6A59S 0 SHG B0 2595063 230692920074
A AHTI TSRS AT PO 2071 T73 249445395 20654
FABYSITII0THGOLE] 2005

Donner une preuve. Kepondn: « oui » i la Prermiene ues-
Lion, cest répondre « non = 4 la deuxicme, Répendre
= non =3 la premiéne, Cest nfpondee s oui s la deuii-
e, Le probléme est de convainere son interlocuteur
que la réponse est la bonne, 1 Tt Tui en donner la
preuve IHaul done gqu'une preuve courle existe. Pour
vous wivaingre quum nembre est composc, il existe
AU MOins une preuve ©sa presentation comme produil
de dewux nombres, Pour vérilice iue le nombre est pre-
micr, sans avoir i en chercher le produil, les matheé-
maticiens ont une recette (un algorithme) realisable (poly-
nomiall — méme si pour le moment celle-ci fait appel
soil 3 Fhypothise de Riemann tvoir Farticle de Gilles
Lachard), soit au hasard Galgorithme aléatoiref Autre
bonne nouvelle, du moins pour la cryplographic -
prersonne ne saurait actuellement Dower deus nombres
entiers donl ce nombre et e produil, méme les experts
les plus brillants, armds des plus puissants ordinateurs
chu monde®. Persomne, saul vous el maoi. Voild -
SS9 a 2T T P 2548 SRR H2 IS5 13745 752
2I2NE 366595041 386 IRO30725 2575065 250692920076
SHHGYYATR AR PG 5A1 02407 175240445395 20654
ARSI O481 2005 =

194951703 225645635 1737756463661 15740635782 16624
HEMAALI3 4TI L LIBRYTIANS D1 56859 | 22082504400
D217 262381057 « 282451 59809636679525833567415
B63313 19230046 2735280014209
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Afin de prouver qu'il allait
trouver les Indes, Christophe
Colomb a probablement

4 arrangé » les données de
son projet et rédult Ia taille
supposée du globe terrestre -
la circonférence était en effet
trop grande pour qu'il puisse
traverser I'océan dans le
temps imparti.

£ Brideman-Citaudon

*lin siicle aprés les »
23 probl&mes que David
Hilbert considerait comme
essentiels a résoudre, |p
cancours Millenium
Prize Problems, lancé
U'an passé par la fondation
Clay, porte sur sepl grands
problémes gui ont tous
résiald aux efforts des
chercheurs pendant des
décennies, Un million de
dollars sara offorl pour i
fésolution de chacun
e,

www.claymath,org,
prizeproblems findex.fitm

Yavoue : jai tnché. T'ai d'abord pris deux nombres,
puis je les ai multipliés. Cest seulement par paresse
que jai utilise un ordinaleur @ sur une trés, |ris
grande feaille, on pourrait faire la mulliplication i
la main. 5i vous refaites cela, vous aurez vous-méme
prouvé que le nombre donné étail composé! Vous en
tencz le témoignage irrélutable ; la décomposition
en produit. Prouver es synonyme il de s (s5e)
convainere », « vérifier » « cerlificr ». Pour la preuve
des theorémes, nous utilisons plutdt le terme
s démuonstration »,

On peut done prouver sans trouver. Mais petit=on
prouver quon ne trouvera pas? Comment prou
ver que demain Ton ne saura pas trouver rapide-
ment fe produit dont est fait wimporte quel nombre
compose?

Au-dela de la cryptographie, quel est Fintérét de oo
genre de question? Cest que si on pouvail frowver
lout ce qu'on peut prouver, une foule de problémes
répulds insofubles seraienl résolus.

Il wesl pas teis réaliste de croire que 'on pourra
trouver toul oo que l'on peul prouver, mais les
mathématiciens veulent au moins corner oo fque Fomn
a des chances de trouver, el identifier ce rue I'on
ma aucune chance de trouver, 11 est raisonnable de
prevoir quiil sera possible de démontrer que cerlains
types de problémes ne pourront jamais étre résolus
enun lemps réalisable,

Supposons qu'a la suite d'un vol un inspecleur de
police, aprés de longs mois de travail, trouve un
suspect. Il doit maintenant prouver qu'il £'agit bien
du coupable, Les juges veulent la preuve, le émoi-
gnage irrecusable @ des empreintes digilales, cle, 5i
le policier se trompe, Faccusé a intérét a ProuveT S0m
innocence : il daoit produire son propre [Emoignage
irrevusable, par exemple un alibi, En revanche, il ne

puurra pas prouver son innocence grice 4 lab-
sence d'empreintes. A la guestion : Faceusé est-il
innocent? Falibi et les empreintes délivrent le certis
fical que la réponsce est oui ou non. Une fois e
certificat oblenu, la réponse est facile. Mais comment
trouver le certificat ?

Dans notre vie, les contificats sont cdhose courante
s visent a remplacer une procidure laboricuse par
un document court. Plus ils sont dificiles 3 trouver,
plus ils sont prévieus. Nesi-il pas plus simple de
demander un permis de conduine que de verifier
Faptitude de quelquiun i conduire? De regardler un
carnet de santd, que de partic i la quéte des vaccins
et des maladies passées?

Autre exemple, les recelles de cuisine © ce sont de
viritables algoritlimes : des procédures gendrales bien
définies. Avec des domices pricises (les ingrédients),

elles nous donnent des instructions precises qui
conduisent a un rsultal précis,

Cerlaines recettes sonl longues & réaliser. Vérifier
I qualité du plat tout prétest beaucoup plus simiple
Vérilier {cortifier, prouver) gquun cerlain résuliat
est juste ot faire le chemin jusquiau resulial (trou-
verh onl tous deux leur importance, mais ce ne sont
pas des procédures de méme nature ot elles n'ont
pas la méme fonction - nous avons souvent besoin
de montrer fe résullat de notre travail, sans Taire
perdre de lemps b ceux (ui nous cooutent.,,.

Preuve et existence. La diflirence entre PULIVENE priniver
tuelque chose en un temps réalisable, ¢ trouver ce
quelque chose — méme 11 'y a que deux possibi-
lites, comme composé vu premier, conpable ou nen
aoupable, réussi ou mlé — st souvent signilicatil - pour
prouver, il peut suffire de vérilier les empreintes
ou Lalibi; decider ou trouver, Cest toule Fengudte
Ce sont ces deux notions et leurs relations fqui sont
les s de Fanalyse de la complexite des algorithmes.
Lexistence dun certificat, d'un (émoignage ireéeusable
4 Une reponse « oui » pourrail-elle impliguer quil
sl possible de « décider » a priori si Ta réponse
esl « oui », el aussi de trouver les certificals 7 11 doil
bien exister une corrélation entre Fexistence diune
preuve courte, clune procedure realisable pour trou
ver la prewve T Mais on coneoit aussi il soil [}lllh
difficile de fabriquer quelque chose que dhe Fappre-
e Lart est plus dilficile que la critinue!

Cost la question centrale @ savoir si la solulion des
problémes que Fon rencontre est ou non aceessible.
Silon sait que la solation est accessible, on peat s'al-
leler & Ia tiche et la trouver. $i Fon sait quelle n'est
pas accessible, inutile de perdre son temps.

Les problémes de Pproblémes que Fon peat résoudre
en un temps polyapmiall sont les problémes de décie
sion pour lesquels L réponse « oui » ou < non » peat
étre Lrowvee décidéed en un lemps réalisable, Pour
la lasse des problémes NI (non déterministioue-
ment polynomial) en revanche, on sait seulement
que la réponse = oui = 3 la question posce peul Elre
vérilice (eertifide, prouviée) en un temps réalisable;
on peut convainere un liers de la réponse = oui » si
elle est vraie, mais on ne peut [is nécessairement
Lrover celle réponse.
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Le grand probléme que les mathématiciens ne
savenl loujours pas résoudre est de savoir si
'ensemble P odes problémes est le méme que
Fensemble NP On écrit ©« P=NP? = Cest-d-dire -
peul-on Lrouver toul e quon peul prouver (par
exemple, les deux nombres entiers dont un nombre
estle produit)? linverse esl vrai, bien siir, ¢est-i-
dire que P est entigrement inclus dans NP 'l existe
urt moven de lrouver rapidement, la personne n'a
fqua cxéculer Falgorithme pour se convainere
Lalgorithme prend alors lui-méme valeur de cer

lification,

La distinction entee Fexistence d'objets mathéma-
Licques el leur construdion est relativernent récente,
Le souci de prendre en considération lo lemps
d'exéoution des alzorithmes n'apparait que dans les
annies 1950-1960, dans plusicurs travaux, dont

ceux de John von Neumann bien apres les travaux
d'Alan Turing, le concepteur du premier modile
mathemalique de Fordinateur Cuanl aux notions
de Pet de NP, elles ont é16 suggcrées on 1967 dans
un arlicle de Jack Edmonds',

La présence d'empreintes
digitales peut permetire
de confondre un suspect en
apportant la preuve
de sa culpabilité. L'absence
d'empreintes en revanche
ne le disculpe pas. © sup st
Dans la lignée de Gadel. Le problime mathématique
vomsiste done & démontrer (que deux ensembles
sonl egaux. Cependant, la solution du probleme
demande probablement plus qu'un grand lalent Je
mathématicien. Comme il v o cent ang avee axio-
matisation de la théorie des ensembles, il est pos-
sible que les notions et les méthodes avec lesopuedles

Deécider des sens uniques
dans une ville est un
probléme complexe.
Mais vérifier que
I'administration urbaine
a bien fait son travail est
facile : on peut trouver
rapidement un chemin
permettant d'aller 3
n'importe quel endrait.
Le probléme est « dans P .
£ el TalbwiRanho

nous approchons le probléme soient elles—-mémes
inadaptées. Le million de dollars n'esi pas lacile &
gagner! Notre probleme s'inscrit dans la lignée des
résultals de Gidel sur lindécidabilité de cerlaines
propositions, mais est probablement heaucoup plus
dillicile,

Redescendons sur teree, 1] v a beaucoup de pro-
blémes pour lesquels il est évident qu'ils sont
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dans I Par exemple, décider si oui ou non un
nombre est divisible par 2, 3, ou par n'im porte quiel
nombre, Un probléme classicjue, un peu moins évi-
dent mais encore facile : étant donne le plan d'une
ville, vérifier si Fadministration urbaine a bicn fail
sen travail ¢ quion peul aller de nimporte quel
endrodt 3 n'imporle quel autre, ¢n respectant fes
rues e sens unigque,

Lo voici un antre - le probléme du cub @ diuy salles.
Dans un club, on sail exaclement QUi con

1t qui.
On a dews salles pour orsaniser un prot avguel tous
les membres du club sont conviés, el Fon cherche &
éviter quiil y ait deux personnes dans la méme safle
qui se connaissent déja. Peut-on décider iuclles
conditions c'est possible?
Vous aver certainement trouve - il suffit quil v ait
troks personnes du club qui se connaissent mutuel-
lement pour ne Mus pouvoir placer les pens, Cetle
condilion est suffisanie, mais est-elle nécessaine?
Observons oo qu'il se passe aver 7 personnes, pla-
cees mitialement autour d'une table romde, chacune
d'elles connaissant uniquement ses deux voisins,
Peut-on les séparer afin de les placer dans les deux
salles comme désiré? Si l'on répartit les personnes
suctessivement, dans Fordre de leur placemen
autour de Ia table, on est foreé dalterner entre Jes
deux salles. Tout va bien jusqu'a la sixieme personne,
mais nous sommes dans incapacite d'orienler Ly
seplieme - elle connait déja une personne dans
chaque salle. Ce cas de figure doil étre aussi exrli,
Nous avons donc avanced Par rapport a nolre pre
miire idée, mais de nouveau celle condition preul
ne pas elre néessaire il pourrail v avoir dantres
obstacles. En fait, il n'y en g pas. La démonsiration
sl relativement facile ; on peul procéder comme
nous venons de le faire pour sepl perstnnes, en
plagant les gens dans deux salles, ol qquand ce n'est
plus possible aulour d'une table avee un nombre
impair de places de facon i ce que chacun connaisse
sts deux voising (pour la procédure exacte, qui est
un exemple simple de démonstration par algo-
rithme, voir www larecherche fel Dfad [ comelusion :
our el medtre bous les memmbres du cluly dans deme salles,
st el senlenient st on e peat pas sélectioniier des PETSITIICS
dhie club el fes placer avlour d'une table rode avee un e
impair de places de fugon @ ee e checr conmaisse ses derer
virisins,

Lessence du probléme. Il existe donc une procédure
de validation de Ia question - un placement en
deux salles est-il possible ou non? Cexistence de
cel algorithme [ait que le probleme est dans P. el
le théoréme que nous avons formulé le met déji
dans MNP

Bien que Lalgorithme qui permet de le démontrer
soit simple, le théoréme contient e essence » du
probleme. 1 permet d'obtenir une solution avec
environ © % 1000 % 1 000 opéralions, ot ¢ cst une
petite: constanle — un ondinateur moven fail ce
calcul en quelnues secondes. Autrement, nous pour-
rions ftre amends i tester une par une les 20 pos-
sibilités de placer n personnes dans deux salles, Pour
mille personnes, ceci ferait déja 21000 prossibililés.
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Lorsque le but est de
trowver le plus court
chemin en empruntant
toutes les routes,

le probléme du « voyageur
de commerce » sappelle
le probléme du ¢ postier
chingis = Un nom que
Jack Edmonds a choisi en
I"henneur d'un professeur
chinois, qui fut le premier
a traiter le probléeme dans
les années 1960,

Le mathématicien irlandais
William Rowan Hamilton
(1805-1865) nous a laissé
d'importants travaux

en optique, en dynamique

et en mathématiques,

Il fut notamment le fondateur
de la théorie des nombres
complexes, « g Vil

Le théoréme

nous permet donc

de ramener le nombre
exponentiel de cas

a un nombre plus petit
réalisable

FLil v a & peu prés e méme nombre de placements
aulour de tables impaires. Aucun ordinaleur ne sera
jamais capable de trailer lous les cas de fgure
Le théoréme nous permet done de ramener le
nombre exponenticl de cas & un nombice plus petit,
réalisalble.
Mais pour cerlains problémes, personne n'arrive i
donner une solution réalisable ¢noun temps acces-
sible & 'homme et aux ordinateurs on d démontrer
un thiéoréme qui saisit I's essence » du probléme,
CUesl déja le cas pour les clubs i trois salles.
Yous pouves commencer par généraliser la
méthode que nous avons emplovée avee deux salles
et trouver des obstacles (par exemple des quadru-
plets de personnes qui se connaissent), Mais volre
liste de certificats courls ne s'arrétera jamals sans
quil v ait un contre-exemple. Ou plutol, si clle
sarréle, vous aures résolu lun des srands problémes
te linformaticque, car le probléme des trois salles
o5t « universel =,
Pour d'aulres problémes cncore, on ne sail [pas
s'ils sont universels ou g7ils admettent une solution
réalisable. Cesl e cas du test de primalité d'un
nombre. Ces| e cas cgalement de la conjecture des
graphes parlaits que le mathématicien francais
Clande Berge — ke doven de la Théorie des graphes's! —
a énonce en 196017 Cette conjecture et les pro-
blemes algorithmigues qui lui sont liés ne sont
loujours pas résolus. Mais les mathématiciens w'onl
pas renonee, Comime on Wmoigne [a réunion
tlune trentaine d'entre eux autour de ces pro-
biemes durant une semaine en seplembre der-
nier a Princeton. Clest que les constéquences
hétorigques ¢l appliquées d'une démonstration
seraient importantes™ (plus de précisions sur
www.larccherchelr),
Vovons un autre probleme, celui du e hamiltonien :
ctant donnd un ensemble de villages avee la carle
fdes roules qui les relient, peul—on faire une lour-
née en passant par chagque village exactement une
fois, of en revenand au village initial? Une 1ournée
qui passe par chagque village cxactement une fois

Bﬁimﬂu

sappelle evele hamiltonien, du nom du mathéma-
licien irlandais William Rowan Hamillon, inventeur
du « jeu du dodécacdre » (un cas particulier du
celébre problime du « voyageur de commeree »).
La déliveance d'un certificat pour le « oui » esl
¢vident : il sullil Jde montrer une lournée. En
revanche, on ne sait pas déliveer de cedificat pour
le = mon w Cerles, lorsaque le nombre de villages est
petit, il est possible de trouver une preuve courte,
mais personne ne sait démontrer quien augmentant
la taille du probléme, celle des preaves ne va pas
augmenter exponenticllement.

Cycles hamiltomien et eulérien. Co probleme ressemble
beaucoup a celui du tour culérien @ étant donné
un cnsemble de villages avee la carte des roules
cui Ies relient, peut-on faire unc tournée en pas-
sanl par chagque roule exactement une Tois, el en
revenant au village inilial 7 Une tournée qui passe
par chagque route exaclement une fois s'appelle
= tour eulérien »U, La seule diliérence par rapport
au probléme precedent est que nous avons rem

place « village » par « roule » La nuance n'esl
pas mince : le probiléme du cyele eulérien, Tui, est
dans T La solution est donndée par le théaréme
d'kuler, qui ressemble d celui formulé pour b club
a deux salles © il exisle un cpele enlévien si el seulpmen
si on peul aller de n'imporie quel village @ n'impaorie
igreed aunelev, el e [e nombee de rowdes qui partent de chague
villoge est pair,

Pour les mathématiciens qui les développent, les
algorithmes réalisables (ou polymomiausd sont ceux
dont le comporiement pour des donnees (des
accurrences) arbilrairement grandes se décrit de la
lagon suivante : pour tout n, pour des donndes qui
woccupent pas plus de noctets sur un disque dur,
Falgorithme sexéeule en moins de Knk opérations
clémentaires, o K e k sont des constantes (les uni-
1és importent pew @ celle délinilion impose seule-
ment fa maniére dont Ie temps  dexéeution
augmente en fonclion des données). Le werme alge
rithme polynomial vient du fail que Ta fonclion knk
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1| est remarquable
que des problémes
aussi différents

uissent étre réduits

5 UNs aux
autres

u Je suis sir quielle existe,

mais ol est-elle 7 »
Pour certains problémes,

trouver peut étre bien plus

difficile gque prouver.

rdaliovt Suzarne Sels

est un polynome. Topposition entre « exponenticl =

el = polynomial » est en quelgue sorte du méme

ordee que celle entre le nombre et le nombre de
chiffres qui le composent.

Récapitulons. P est l'ensemble des problémes de
décision qu'on peul résoudre avec un algo-
rithme polynomial. NP est Fensemble des pro-
blemes de décision pour lesquels il exisle un
certifical de longueur polynomiale pour la
reponse « oui = ensemble des problémes pour
lesquels il existe un certifical de longueur poly-
nomiale pour la réponse « non » sappelle
« CoNF = T est inclus dans NP, ainsi que dans

CoNP Finalement, nows avons toujours pose dans

nos exemples les irois mémes questions ;

1 Le probléme est-il dans NP ot est-il dans coNP?

{La réponse « oui » ou = non » peut-clle étre et

fide, prouvee avee une vérification réalisable?)

2) Le probleme est-il dans P? (La réponse « oui »
ou = non s peut-elle étre fromv, décidée en un temps
réalisabile?)

3 Un certain cerlificat du « oui » ou du « non » peut-
il &tre frouvé en un
lemps polynomial ?
Jusqu'a présent nous
avons négliod la dilleé-
rence eobee la deuxiéme
ol la troisitme ques
tion : trouver la réponse

o L ® G IO, O U
cerlilicat du = oui » oy
® O3, NOWs 8 C1° Gaal,
S5iP=NP, alors, pour un
probléme  donné, la
rEpOnse 3
interrogations de  la
premicre question esl

Fune  des

« ol 2, 51 et seulement
si, il en est de méme
pour toutes les autres
fueslions,

Dans le probleme du
club & deux salles, nous
avons vu que la
reponse 4 loutes les
questions est = oui = Le
probléme  du  cyele
hamillonien est dans
NP, mais on ne sail pas
sl est dans coNP On ne
sait méme pas si la réponse a la deusiéme (Les=
Llion est positive ou négative, done la troisiéme
(UESTIon ne se pose méme pas. Comme tous les

problemes de décision universels ou conplets dans NP
INPcomplets), Ie probléme du cycle hamillonien est
un probléme de NP auquel lons les probléemes de
NP peuvenl ¢lre réduils, Autrement dit : un
probléme est NP-complet si, ¢n le résolvant, on
peal resoudre tous les problimes dans NP 11 est
remargquable gque des problémes aussi différents
que ceux qui relévent des mathématiques discretes
ou de la théorie des nombres puissent élre réduits
les uns aux autres,
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En 1971, Stephen Cook! et indépendamment
Leonid Levin ont présenté des problémes conerets
auxquels pouvaient ére réduits tous les problémes
de NI' en un temps polynomial, 11 a ainsi démon=
tré I théoréme fondamental suivanl - il existe um
problinse universel dans NP,

Peu aprés, le probléme de Cook a lui-méme 61
réduil & beaucoup de problemes importants, dont
celui du cyele hamiltonien, ou i celui du club 4 trois
salles lgue I'on appelle également de « 3-coloration
des graphes ») Depuis, la liste des problemes
NP-complets grandit vile (plus de mille sont connus
a o jour ol les démaonstrations de NP-complétitude
sunl devenues pratique courantel. 11 est probable
que vatre jeu prifiéed soit un probléme NP-com-
plet, comme cest le cas du Sokoban, du solitaire
o du démineun

Intormalticiens, mathémaliciens el ingénicurs
utilisent la liste des problémes NP-complets comme
un traducteur utilise son dictionnaire, Savoir (fur' L
probleme est NP-complet signifie avant toul que le
probléme est trop difficile. Pour les experts, la
comclusion alors est de renoncer @ travailler sur
un algorithine réalisable pour un tel probléme dans
sa forme originale. La théorie de la complexité sert
en quelque sorte & ne pas perdre son temps quand
les choses ne fonctionnent pas ou a élre réaliste
dans scs attentes,

I existe par ailleurs des problemes pour lesquels
on ne sail pas démontrer leur apparlenance a NP,
mais dont on sait quiils sont NP difficiles, o' est-i-dire
fjue sil'on connaissail un algorithme qui les résout,
on pourrail venir g boul de tous les problémes de
NP Notons qu'il existe également dfautres classes
de questions, comme « NP ovcoNP =22 » o5« NP
™ coNP » est Fensemble des problimes (dits bien
curactérisés) qui appartiennent a la fois 3 NP et 3
coNP, cest=a-dire pour lesquels o réponse = pui »
ainsi que la réponse « non » peuvent élre prouviees
teomme pour le club § deus salles ou e est de
primalitél

Le non-dit. 5i quelques mathémaliciens réléchissent
sur les problemes les plus theorigues de Finforma-
tique, un grand nombre de chercheurs travaillent
avant tout sur des problémes conerets @ des theo-
rimes de bonne caraclérisation, des algorithmes
polynomiaux, ou, faute de micux, sur des démons—
trations de NP-complétitude. Peut-ftre ne pensent-
ils qque rarement & la question : P= NP ? On pense
gencralement — sans le dire — que P # NP Quand
un probléme est NP-complel, on se console avee
ies algorithmes d'approximation ou d'autres com-
promis (comme les algorithmes « cvolutils » qui
sinspirent des processus biologiques ou physiques),
ou d'autres modéles de caleuls (comme la com-
plexité quantiquel. Dans chaque situation, coertaines
methodes se révelent plus adaptées que les autres -
il 'y a pas de solution miracle valable pour tous
les problemes,

Parmi les trois questions que nous avons [rirsies
precédemment, Lo troisicme est peut-étre la plus
interessante & esl-ce qu'un cerlain certifical du




« oui » ou du « non s peul Sre oueé en un temps po-

lynomial? Sa distinction des problémes de décision |

st souvent mal ou peu connue, car elle reléve de ré-
sultats acoumulés au cours de ces dix derniéres an-
nées of qui ne sonl pas lous assimiles.

It et clair que trouver w'est pas moins diflicile que
deécider, et décider n'est pas moins difficile que certifier
une décision. 5 on sail lrouver, on sait décder; si on
sail décider, on sail prouver. Quelle est la relation
exacte entre trouver, décider ol prowver? La question
P=NP telle quion l'a cnoncée signifie : peut-on décider
(trouver sila réponse esl« oui » o« nen ) si on peul
prouver la réponse « oui »?

Une erreur trés commune esl de penser que décider
et fromver sont & peu pris cquivalents. Pourtant, la
dillérence existe, et elle est souvent d'autant plus
grande que le probléme est facile. Par expérience
on sait sculement que, pour tous les problemes
NP-complets, décider et trover sont soit tous les deus
réalisables, soil aucun ne lesl.

Eisi P= NP ? Beaucoup de mathematiciens qui onl
prris parl au deébul de la théarie de la complexile
pensent toujours que, pour les problémes bien
caractérisés, trouver le cortilicat ne peut étre diffi-
cile: Cela n'a en fail rien d'évident. [l a été montr¢

que si P« NP, alors il existe des problémes qui ne |

sont ni dans P ni NP-complels, ainsi que des
problimes pour lesquels nver est plus difficile que
privrver. Posons le probleme de la factorisalion un
peu dilléremment : « Un nombre donné admet-il
une factorisation en nombres premiers 7 » Chacun
sail que la réponse est toujours oui, done le
probléme de décision cst évidemment dans P
On peut certilier une Lelle [aclorisation en un temps
polvnomial en donnant un cortificat de primalilé
pour chague nombre premier qui v participe
iplus de précisions sur www.larecherche.frl).
Mais, comme nous Favons vu, personne ne sail la
rouver

Si par hasard il apparaissait que P=NP alors toutes
les classes de complexite que nous avons définies,
et hien d'autres, deviennenl égales. Tous les pro-
blémes de Podeviennent alors NP-complets, et il n'y
a plus de différence entre la complexité de prouver,
de décider et de lrouver, [nversement, bien sir, si
on sail Trouver oo qu'on sait prouver, alors P = NP

Cortes, vios [rourres eslimer AJLRCS VLIS navee Pas |

avance par rapporl au debut de Farticle. On voit
seulement peul-étre mieux ce qu'on ne connail pas,
el, aver Socrate, penser que Cest un progees. Pendant
ce lemps, le « supréme fasciste = met les problémes
qui nous inléressent parmi les problémes univer-
sels quion ne réussit pas d résoudee, ELLe fil plus
souvent qu'on ne le souhaiterait...
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