
Chapitre 4

Persistance homologique

4.1 Motivation

La notion de persistance homologique apparaît dans les articles de Robins [Rob99] puis
d’Edelsbrunner et al. [ELZ00] dans le cadre de la théorie de l’approximation. Cette no-
tion a donné suite à de nombreux développements [ZC05, CSEM06, EMP06, CSEH07,
CSEH08, EH08]. Le principe est d’encoder un processus d’évolution d’un objet plutôt que
l’objet lui-même. Pour commencer, on se donne une filtration d’un complexe simplicial
K :

K1 ⊂ K2 ⊂ . . . ⊂ Kn+1 = K

Cette filtration induit d’après la section 3.4 une suite de morphismes en homologie :

H∗(K1) → H∗(K2) → . . .→ H∗(Kn+1)

où chaque flèche est induite par l’inclusion. Clairement, cette suite de morphismes est un
invariant plus riche pour la filtration que la simple collection des groupes d’homologie. On
pourra par exemple considérer deux filtrations S1 ⊂ T 2 de longueur 1 du tore T 2 = R

2/Z2

envoyant le cercle S1 sur un cycle contractile ou non.

En travaillant avec des coefficients dans un corps on obtient ainsi une chaîne d’applications
linéaires. On définit de manière naturelle une notion de morphismes entre deux telles
chaînes : c’est une suite d’applications linéaires entre les espaces des deux chaînes telle

34



4.2. Classification des chaînes d’applications linéaires. Francis Lazarus. 31 mai 2012 35

que le diagramme global commute. Une question narurelle est de classifier les chaînes à
isomorphisme près. On va montrer que la notion d’intervalle de persistance fournit un
invariant complet.

4.2 Classification des chaînes d’applications linéaires

4.2.1 Décomposition canonique

On se donne une chaîne d’applications linéaires de longueur n entre des espaces vectoriels
Ei de dimensions finies sur un corps IF donné :

E1
φ1

→ . . .
φn

→ En+1 (4.1)

Pour tout (i, j) ∈ [1, n+ 1]2 on définit φi,j : Ei → Ej comme la composition des φk entre
Ei et Ej. Plus précisément, on pose
– ∀i ∈ [1, n] : φi,i = IdEi

– ∀1 ≤ i < j ≤ n+ 1 : φi,j = φi+1,j ◦ φi et φj,i = 0.

Exemple 4.2.1 On note IdIF(i, j) la chaîne

0 → . . .→ 0
︸ ︷︷ ︸

(i−1)×0

→ IF
Id
→ . . .

Id
→ IF

︸ ︷︷ ︸

(j−i+1)×IF

→ 0 → . . .→ 0
︸ ︷︷ ︸

(n−j+1)×0

C’est-à-dire avec les notations ci-dessus : Ek est l’espace de dimension 1 sur IF pour
k ∈ [i, j] et 0 sinon, tandis que φk est l’identité pour k ∈ [i, j[ et l’application nulle sinon.

Le résultat principal de cette section est une décomposition canonique des chaînes d’ap-
plications linéaires.

Théorème 4.2.2 Pour toute chaîne (φi)1≤i≤n de longueur n de la forme (4.1), il existe
un unique multi-ensemble d’intervalles, I, tel que (φi)1≤i≤n est isomorphe à la somme
directe

⊕

[i,j]∈I

IdIF(i, j) (4.2)

où chaque intervalle [i, j] apparaît dans cette somme avec sa multiplicité dans I. Les
intervalles de I sont appelés intervalles de persistance de (φi)1≤i≤n.

Dans cette somme directe l’espace d’indice k est la somme directe des espaces – ici 0 ou
IF – de même indice dans les IdIF(i, j). Les applications linéaires sont également obtenues
par somme directe des applications – ici 0 ou l’identité – de même indice.
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On note ni,j la multiplicité de l’intervalle de persistance [i, j] dans le multi-ensemble I.
Pour tout 1 ≤ i ≤ j ≤ n on pose βi,j = rang(φi,j). On vérifie aisément que

βi,j(IdIF(k, l)) =

{
1 si [i, j] ⊂ [k, l]
0 sinon.

et que si (φk)1≤k≤n et (ψk)1≤k≤n sont deux chaînes d’applications :

βi,j((φk)k)⊕ (ψk)k)) = βi,j((φk)k)) + βi,j((ψk)k))

Lemme 4.2.3 Pour tout 1 ≤ i < j ≤ n+ 1 : ni,j = βi,j − βi−1,j − (βi,j+1 − βi−1,j+1).

Preuve : D’après ce qui précède, chaque IdIF(k, `) de la décomposition contribue pour 1
dans βi,j si et seulement si [i, j] ⊂ [k, `]. Dit autrement, βi,j compte le nombre d’intervalles
de persistance contenant [i, j]. Par suite, δi,j := βi,j−βi−1,j compte le nombre d’intervalles
de persistance de la forme [i, `] avec ` ≥ j. Et finalement ni,j = δi,j − δi,j+1. 2

Le lemme précédent montre l’unicité du multi-ensemble d’intervalles dans le théorème.
L’existence, montrée dans la section suivante, repose sur la notion de base compatible.
L’exercice suivant fournit une autre preuve plus directe mais moins appropriée à des
visées algorithmiques.

Exercice 4.2.4 On dit qu’une chaîne est décomposable si elle est somme directe de deux
chaînes non-triviales (différentes de 0 → 0 → · · · ). Dans le cas contraire, la chaîne est
dite indécomposable.

1. Montrer par une récurrence sur
∑
dimEi que toute chaîne du type (4.1) est somme

directe d’indécomposables.

2. Montrer que pour tout i, j, IdIF(i, j) est indécomposable.

3. Montrer qu’une chaîne qui n’est pas isomorphe à une IdIF(i, j) est décomposable.

4. En déduire que toute chaîne admet une décomposition de la forme (4.2).

4.2.2 Bases compatibles

Pour x ∈ Ei, on pose
x(j) = φi,j(x)

Définition 4.2.5 Une base compatible pour la chaîne (4.1) est la donnée d’une famille
X ⊂

⋃

iEi, l’union étant considérée comme disjointe, telle que pour 1 ≤ i ≤ n + 1 la
famille

X(i) := {x(i) | (x ∈ X) ∧ (x(i) 6= 0)}

est une base de Ei et telle que pour tous x, y distincts dans X, x(i) 6= 0 =⇒ x(i) 6= y(i).
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Définition 4.2.6 À tout élément x d’une base compatible, on associe son intervalle de
persistance Ix := {i | x(i) 6= 0}.

Lemme 4.2.7 Les intervalles de persistance des éléments d’une base compatible coïnci-
dent avec les intervalles de persistance du théorème 4.2.2.

Preuve : Il suffit d’adapter la preuve du lemme 4.2.3 en définissant cette fois nij comme
la multiplicité de l’intervalle [i, j] parmi les intervalles de persistance des éléments d’une
base compatible X et en remarquant que βi,j = |{x ∈ X | [i, j] ⊂ Ix}|. 2

Par la suite on utilise par commodité la fonction d’activation a : X → [1, n+ 1] telle que
∀x ∈ X : x ∈ Ea(x).

Proposition 4.2.8 Toute chaîne du type (4.1) admet une base compatible.

Preuve : On procède par récurrence sur la longueur de la chaîne. Pour une longueur
nulle (E1 seul est donné), une base quelconque de E1 fournit une base compatible. On
considère une chaîne du type (4.1) de longueur n > 0 et on suppose que X est une base
compatible pour la sous-chaîne de longueur n− 1 :

E1
φ1

→ . . .
φn−1

→ En (4.3)

Soit k = |X| le nombre d’éléments de X. On définit de manière récursive des bases
compatibles X1 = X,X2, . . . , Xk pour (4.3). Le but est d’obtenir une base compatible Xk

dont les éléments s’envoient dans En+1 soit sur 0 soit sur une sous-famille libre de En+1.
Pour cela on commence par ordonner les éléments x1, x2, . . . , xk de X de manière non-
décroissante pour l’activation, i.e. a(xj) ≤ a(xj+1). On suppose avoir construit Xi−1 =
{y1, y2, . . . , yk} pour un i > 1, l’ordre des yj étant non-décroissant pour l’activation, de
sorte que les images non-nulles de {y1, y2, . . . , yi−1} dans En+1 forment une famille libre.
– Si yi(n+ 1)

(
= φn

(
yi(n)

))
est nul ou linéairement indépendant de {yj(n+ 1)}j<i alors

on pose Xi = Xi−1,
– sinon, on peut écrire yi(n+ 1) =

∑

j<i λjyj(n+ 1) et on pose y′i = yi −
∑

j<i λjyj(i) et

Xi = Xi−1 \ {yi} ∪ {y′i}

Clairement Xi est une base compatible pour (4.3) : pour 1 ≤ j ≤ n, la famille Xi(j) (cf.
définition 4.2.5), obtenue par changement de bases élémentaire à partir de la famille
Xi−1(j), est une base de Ej. De plus, par construction, les images non-nulles dans En+1

des i premiers éléments de Xi forment une famille libre.
On obtient par récurrence une base compatible Xk de (4.3) telle que les éléments non
nuls de {x(n+ 1)}x∈Xk

forment une famille libre dans En+1.

Il reste à compléter Xk par une base d’un supplémentaire de φn(En) pour obtenir une
base compatible pour (4.1). 2
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Preuve de l’existence de la décomposition canonique du théorème 4.2.2 : Notons
tout d’abord qu’une décomposition canonique de la forme (4.2) admet une base compat-
ible formée, pour chaque IdIF(i, j) de la décomposition, d’un générateur de IF1 dans
l’espace d’indice i. L’intervalle de persistance d’un tel générateur est précisément [i, j].
On note XI une base compatible de (4.2) ainsi formée.

On considère une chaîne de la forme (4.1). Par la proposition 4.2.8, on peut choisir
une base compatible X pour cette chaîne. Soit I le multi-ensemble des intervalles de
persistance des éléments de X. On note Fi l’espace d’indice i dans la décomposition
canonique et on considère une bijection f : X → XI qui respecte les intervalles de
persistance (cf. lemme 4.2.7). Cette bijection induit pour chaque i un morphisme fi :
Ei → Fi obtenu en envoyant la base de Ei associée à X (cf. définition 4.2.5) sur la base
correspondante de Fi via f : fi(x(i)) = f(x)(i). Clairement les fi forment une application
de chaîne et l’inverse de f induit l’application inverse. 2

4.2.3 Persistance des sous-chaînes

On considère une chaîne (φi)1≤i≤n :

E1
φ1

→ . . .
φn

→ En+1

et une injection croissante κ : [1,m+1] → [1, n+1]. On définit une sous-chaîne (φ′
j)1≤j≤m :

E ′
1

φ′

1→ . . .
φ′

m→ E ′
m+1

de la chaîne (φi)1≤i≤n en posant E ′
j = Eκ(j), pour j ∈ [1,m + 1], et en posant, avec les

notations de la section 4.2.1, φ′
j = φκ(j),κ(j+1), pour j ∈ [1,m]. On pose de plus

λ : [1, κ(m+ 1)] → [1,m+ 1]

i 7→ min{j ∈ [1,m+ 1] | κ(j) ≥ i}

et

µ : [κ(1), n+ 1] → [1,m+ 1]

i 7→ max{j ∈ [1,m+ 1] | κ(j) ≤ i}

où l’on convient que min ∅ = m+ 1 et max ∅ = 1.

Lemme 4.2.9 Soit I le multi-ensemble des intervalles de persistance de la chaîne (φi)1≤i≤n.
Alors le multi-ensemble des intervalles de persistance de (φ′

j)1≤j≤m est {[λ(i), µ(j)] |
[i, j] ∈ I et λ(i) ≤ µ(j)}.

Preuve : Il suffit de partir d’une décomposition canonique de (φi)1≤i≤n de la forme
(4.2) et de remarquer qu’une composition d’applications identité ou nulle reste de l’un
de ces deux types. Nous laissons le lecteur combler les détails. Une autre preuve consiste
à partir d’une une base compatible X pour (φi)1≤i≤n. On note a : X → [1, n + 1] la
fonction d’activation telle que ∀x ∈ X : x ∈ Ea(x) et on pose a′x = κ ◦ λ(a(x)) si
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a(x) ≤ κ(m + 1). Alors, avec les notations de la section 4.2.2, il est immédiat que la
famille X ′ = {x(a′x) | x ∈ X et a(x) ≤ κ(m + 1) et x(a′x) 6= 0} est une base compatible
pour (φ′

j)1≤j≤m. Notons que x(a′x) ∈ Ea′x
= E ′

κ−1(a′x)
= E ′

λ(a(x)). De plus si l’intervalle de

persistance (cf. définition 4.2.6) de x ∈ X est [ax, bx], celui de x(a′x) ∈ X ′ est [λ(ax), µ(bx)].
2

4.3 Persistance des filtrations de complexes simplici-

aux

Soit K un complexe simplicial et K une filtration :

K1 ⊂ K2 ⊂ . . . ⊂ Kn = K (4.4)

Les inclusions de cette filtration induisent une chaîne de morphismes entre les groupes
d’homologie de chaque complexe de la filtration :

H(K1) → H(K2) → . . .→ H(Kn) (4.5)

On considère l’homologie sur un corps IF, de sorte que les H(Ki) sont des espaces vecto-
riels. Selon l’usage on note C(Ki) (resp.Z(Ki), resp. B(Ki)) l’espace des chaînes (resp.
cycles, resp. des bords) de Ki. On omet volontairement la dimension pour ne pas alourdir
les notations. On peut soit la rétablir partout où elle est utile, soit considérer que les
espaces C(Ki), Z(Ki), B(Ki), H(Ki) sont des sommes directes ds espaces correspondants
pris dans chaque dimension.

Définition 4.3.1 On appelle intervalles de persistance de la filtration K les intervalles
de persistance de la chaîne induite (4.5). On note I(K) le multi-ensemble des intervalles
de persistance de K.

4.3.1 Filtrations simples

Pour des raisons algorithmiques on s’intéresse aux filtrations obtenues en ajoutant un
à un les simplexes de K. La filtration K est dite simple si K1 est réduit à un sommet
σ1 ∈ K et si Ki, 2 ≤ i ≤ n, se déduit de Ki−1 par l’ajout d’un unique simplexe σi ∈ K.
Une filtration simple s’identifie donc à un ordre sur les simplexes de K dont les préfixes
sont des sous-complexes de K. On supposera K simple dans ce qui suit.

En considérant l’application bord comme un endomorphisme de C(Ki), on obtient par la
formule du rang d’une application linéaire :

dimC(Ki) = dimZ(Ki) + dimB(Ki)

On en déduit en retranchant à cette équation celle pour Ki−1, et en notant que dimC(Ki)
est le nombre de simplexes de Ki :

(
dimZ(Ki)− dimZ(Ki−1)

)
+
(
dimB(Ki)− dimB(Ki−1)

)
= 1

Les deux termes entre parenthèses étant positifs ou nuls on a pour tout i,
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1. ou bien dimZ(Ki) = dimZ(Ki−1) + 1 et B(Ki) = B(Ki−1),

2. ou bien Z(Ki) = Z(Ki−1) et dimB(Ki) = dimB(Ki−1) + 1.

Définition 4.3.2 On dira que l’indice i (ou le simplexe σi) dans la filtration simple K
est positif dans le cas 1 ci-dessus et négatif dans le cas 2. On note P(K) l’ensemble des
indices positifs de K et N (K) celui des indices négatifs.

Lemme 4.3.3 Les conditions suivantes sont équivalentes
• σi est positif,
• σi est dans le support d’un cycle z ∈ Z(Ki). On a alors Z(Ki) = Z(Ki−1)⊕ IFz,
• ∂σi ∈ B(Ki−1),

La preuve est laissée à titre d’exercice. Notons que dans tous les cas on a

B(Ki) = B(Ki−1) + IF∂σi, (4.6)

la somme étant directe si et seulement si σi est négatif.

Lemme 4.3.4 Tout intervalle de I(K) est de la forme [i, j] avec

(i, j + 1) ∈ P(K)× (N (K) ∪ {n+ 1}).

De plus,
– tout indice positif est la borne inférieure d’un unique intervalle de I(K) de multiplicité

un, et
– tout indice négatif j est tel que j − 1 est la borne supérieure d’un unique intervalle de
I(K) de multiplicité un.

On notera que n + 1 n’est pas un indice de la filtration et que n peut être la borne
supérieure de plusieurs intervalles de persistance.

Preuve : On note ni (resp. mi) le nombre d’intervalles de persistance de (4.5) com-
mençant (resp. se terminant) en i. On note également βi le rang du morphisme H(Ki) →
H(Ki+1) induit par l’inclusion Ki ⊂ Ki+1. D’après la forme canonique (4.2), la dimension
de H(Ki) est le nombre d’intervalles de persistance contenant i. En partitionnant ces
intervalles en ceux qui commencent en i et les autres, on obtient :

dimH(Ki) = ni + βi−1

de même, en séparant ces intervalles en ceux qui se terminent en i et les autres, on
obtient :

dimH(Ki) = mi + βi

Puisque le morphismeH(Ki) → H(Ki+1) est obtenu par passage au quotient de l’inclusion
Z(Ki) ⊂ Z(Ki+1), l’image de H(Ki) = Z(Ki)/B(Ki) dans H(Ki+1) = Z(Ki+1)/B(Ki+1)
vaut Z(Ki)/B(Ki+1), d’où

βi = dimZ(Ki)− dimB(Ki+1)
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On en déduit, avec dimH(Ki) = dimZ(Ki)− dimB(Ki), que

ni = dimZ(Ki)− dimZ(Ki−1) et mi = dimB(Ki+1)− dimB(Ki)

Ces deux égalités permettent de conclure, compte tenu de la définition des indices positifs
et négatifs. 2

Définition 4.3.5 Le lemme précédent permet de définir les applications naissance et
mort

N : N (K) → P(K) et M : P(K) → N (K) ∪ {n+ 1}

telles que pour tout indice i positif et tout indice j négatif les intervalles [i,M(i) − 1] et
[N(j), j − 1] sont des intervalles de I(K).

Corollaire 4.3.6

I(K) = {[i,M(i)− 1]}i∈P(K)

= {[N(j), j − 1]}j∈N (K) ∪ {[i, n+ 1]}i∈P(K)\ImN

4.3.2 Bases compatibles des bords

Notre objectif est de calculer les signes des simplexes et les intervalles de persistance
d’une filtration simple K : K1 ⊂ K2 ⊂ . . . ⊂ Kn = K de manière efficace. On introduit
pour cela la notion de base compatible des bords.

Définition 4.3.7 Une base compatible des bords pour K est une famille {xj}j∈J ,
J ⊂ [1, n], de cycles de K vérifiant les conditions :

1. ∀i ∈ [1, n], {xj | (j ∈ J) ∧ (j ≤ i)} est une base de B(Ki),

2. L’application ν : J → [1, n] qui associe à tout j l’indice maximal ν(j) des simplexes
du support de xj est injective.

Lemme 4.3.8 Pour toute base compatible, la fonction ν définie ci-dessus coïncide avec
la fonction N de la définition 4.3.5.

Preuve : La condition 1 ci-dessus et la note suivant l’équation (4.6) montrent que J =
N (K). Le lemme 4.3.3 montre également que pour tout j ∈ J , ν(j) ∈ P(K). On définit
des cycles zi ∈ Z(Ki) pour tout i ∈ P(K) comme suit :

• Si i ∈ P(K) \ ν(J), on choisit zi tel que Z(Ki) = Z(Ki−1)⊕ IFzi (cf. lemme 4.3.3).

• Sinon, i = ν(j) pour un certain j ∈ J et on pose zν(j) = xj.

Remarquons que le simplexe d’indice maximal du support de zi est σi et donc (cf.
lemme 4.3.3) {zj}j∈P(K),j≤i forme une base de Z(Ki). On note [z]i la classe d’homolo-
gie du cycle z dans H(Ki). Il reste à vérifier que les [zi]i forment une base compatible
pour (4.5) au sens de la définition 4.2.5 et que les intervalles de persistance des [zν(j)]ν(j)
sont de la forme [ν(j), j − 1]. Vérifions que
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Z(i) = {[zj]i}(j≤i)∧(j 6∈ν(J)) ∪ {[zν(j)]i}(j∈J)∧(ν(j)≤i)∧(j>i) est une base de H(Ki). Puisque
[zν(j)]j = 0, on sait déjà par la remarque ci-dessus que Z(i) est une famille génératrice.
Reste à voir qu’elle est libre : une combinaison linéaire des classes de Z(i) est nulle si la
combinaison des cycles correspondant est dans B(Ki), c’est-à-dire égale à une combinai-
son de {xj | (j ∈ J) ∧ (j ≤ i)}. On déduit aisément la nullité des coefficients d’une telle
combinaison du fait que les zj (et xj) sont échelonés en tant que chaînes exprimés sur
la base des simplexes. Il reste à remarquer que l’intervalle de persistance d’un [zi]i est
{j | [zi]j ∈ Z(j)}. 2

Proposition 4.3.9 Toute filtration simple admet une base compatible des bords.

La preuve est donnée par l’algorithme de la section suivante.

Exercice 4.3.10 Montrer que N(i+ 1) = i implique que σi est une face de σi+1.

Solution : Par la proposition, il existe une base compatible des bords telle que σi est le simplexe

d’indice maximal dans le support de xi+1. On a par ailleurs

∂σi+1 = αxi+1 +

∑

j<i

αjxj

avec α 6= 0 car σi+1 est négatif. Les indices des simplexes dans la somme étant < i, on en déduit

le résultat.

4.3.3 Algorithme

Le lemme 4.3.8 ci-dessus et le corollaire 4.3.6 indiquent qu’il suffit de construire une
base compatible des bords pour calculer le signe de chaque simplexe et les intervalles de
persistance d’une filtration simple.

La construction se fait par récurrence sur la taille n de la filtration. Le cas n = 1 est
trivial puisque l’unique simplexe de la filtration est nécessairement (un sommet) positif.
Supposons donc avoir construit une base compatible des bords {xj}j∈J pour la sous-
filtration K′ :

K1 ⊂ K2 ⊂ . . . ⊂ Kn−1

On désigne par N : J → P(K′) la fonction de naissance associée. Supposons pouvoir
calculer une décomposition du bord de σn sous la forme

∂σn =
∑

j∈J

αjxj + xn (4.7)

de sorte que

1. ou bien xn est nul,

2. ou bien l’indice maximal, kn, des simplexes du support de xn n’est pas dans N(J).
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Si xn est nul alors B(Kn) = B(Kn−1) (cf. (4.6)) et {xj}j∈J reste une base compatible des
bords pour K. Sinon, c’est le cas pour {xj}j∈J ∪ {xn} et on a de plus N(n) = kn.

Notons que par la condition 2 de la définition 4.3.7 toute base compatible des bords forme
une base échelonnée de vecteurs sur la base canonique des simplexes. La décomposition
(4.7) peut donc s’obtenir par la méthode du pivot de Gauss décrite par le pseudo-code
suivant :

y := ∂σn
i := indice maximal des simplexes du support de y
Tant que ( (y 6= 0) ∧ (i ∈ N(J)) )
j := N−1(i)
α :=coefficient de σi dans y
β :=coefficient de σi dans xj
y := y − (α/β)xj
i := indice maximal des simplexes du support de y

Fin tant que
\∗ y contient xn à la sortie de la boucle ∗\

Analyse de la complexité On stocke chaque cycle xj par la liste des coefficients de
ses simplexes dans un tableau indexé par les n simplexes de K. On représente la fonction
N par un tableau de taille n ; la case j contient N(j) si σj est négatif et 0 sinon. On
stocke également la fonction inverse N−1 dans un tableau de taille n. Le calcul de xn
dans l’algorithme précédent prend un temps O(n2). On en déduit

Proposition 4.3.11 Le calcul d’une base compatible des bords et de la fonction N pour
une filtration de longueur n requiert un temps O(n3) sur une machine IF-RAM (i.e. les
opérations élémentaires +,−, ∗,÷ sur IF prennent un temps constant). En particulier, on
peut calculer les intervalles de persistance de la filtration dans le même temps.

4.4 Diagramme de persistance

Se donner une filtration d’un complexe K revient à se donner une fonction f : K → R

qui soit non-décroissante, c’est-à-dire telle que :

∀σ, τ ∈ K : σ ≺ τ =⇒ f(σ) ≤ f(τ)

où ≺ est la relation “être face de”. En effet, si f1 < f2 < . . . < fn est la suite des valeurs
de f alors la suite de complexes

f−1([−∞, f1]) ⊂ f−1([−∞, f2]) ⊂ . . . ⊂ f−1([−∞, fn]) (4.8)

fournit une filtration de K que l’on note Kf . Inversement, toute filtration K1 ⊂ K2 ⊂
. . . ⊂ Kn = K est de la forme Kf pour la fonction f définie par f(σ) = i pour σ ∈
Ki \Ki−1.
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Soit f : K → R une fonction non-décroissante et I = I(Kf ) le multi-ensemble d’inter-
valles de persistance de la filtration Kf associée. Dit autrement, I est le multi-ensemble
d’intervalles de persistance de la chaîne :

H(K1) → H(K2) → . . .→ H(Kn)

où l’on a posé Ki = f−1([−∞, fi]).

Définition 4.4.1 Le diagramme de persistance de f , noté D(f), est la réunion dans le
plan étendu (R ∪ {−∞,+∞})2

– du multi-ensemble de points {
(
fi, fj+1

)
}[i,j]∈I , où l’on a posé fn+1 = +∞, et

– des points de la diagonale du plan {x = y} comptés chacun avec multiplicité infinie
(dénombrable).

On note ∆∞ le multi-ensemble des points de la diagonale avec multiplicité infinie.

On dira qu’une filtration K : K1 ⊂ K2 ⊂ . . . ⊂ Km = K est compatible avec la fonction
f : K → R si Kf est une sous-filtration de K. Autrement dit, si f est constante sur
chaque Ki \Ki−1 et si la fonction fK : [1,m] → R, i 7→ f(Ki \Ki−1) est non-décroissante.

Définition 4.4.2 le diagramme de persistance d’une fonction non-décroissante f : K →
R relativement à une filtration K compatible avec f est le multi-ensemble de points

D(f,K) = ∆∞ ∪ {
(
fK(i), fK(j + 1)

)
}[i,j]∈I(K)

où l’on a posé fK(m+ 1) = +∞, m étant la longueur K.

En particulier, D(f) = D(f,Kf ).

Lemme 4.4.3 D(f) = D(f,K) pour toute filtration K compatible avec f .

Preuve : Soit f1 < f2 < . . . < fn la suite des valeurs de f sur K. On pose κ :
[1, n] → [1,m], i 7→ max{j | fK(j) = fi}. Clairement, f−1([−∞, fi]) = Kκ(i) et la chaîne
d’homologie induite par Kf définit, avec l’injection κ, une sous-chaîne de celle induite
par K selon la terminologie de la section 4.2.3. On en déduit par le lemme 4.2.9 que
I(Kf ) = {[λ(i), µ(j)] | [i, j] ∈ I(K) et λ(i) ≤ µ(j)}, avec λ et µ comme dans le lemme.
D’où

D(f) = D(f,Kf ) = ∆∞ ∪ {
(
fλ(i), fµ(j)+1

)
| [i, j] ∈ I(K) et λ(i) ≤ µ(j)}

On vérifie aisément avec les définitions de κ, λ et µ que fλ(i) = fK(i) et fµ(j)+1 = fK(j+1).
Soit encore

D(f) = ∆∞ ∪ {
(
fK(i), fK(j + 1)

)
| [i, j] ∈ I(K) et λ(i) ≤ µ(j)}

Mais si λ(i) > µ(j) pour un certain intervalle [i, j] ∈ I(K) alors fK(i) = fK(j + 1)
et le point correspondant (fK(i), fK(i)) est “absorbé” par la diagonale ∆∞. On conclut
finalement
D(f) = ∆∞ ∪ {

(
fK(i), fK(j + 1)

)
}[i,j]∈I(K) = D(f,K). 2

Ainsi le diagramme de persistance de f peut être calculé à partir de n’importe quelle
filtration compatible avec f .
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4.4.1 Stabilité du diagramme de persistance

Soient f, g : K → R deux fonctions non-décroissantes. On note

‖f − g‖∞ = sup
σ∈K

|f(σ)− g(σ)|

leur distance L∞.

On définit également une (pseudo) distance 1 d entre diagrammes de persistance par

d(D,D′) = inf
φ
sup
p∈D

‖p− φ(p)‖∞

où φ : D → D′ décrit l’ensemble des bijections entre D et D′ et ‖p − q‖∞ = max{|xp −
xq|, |yp − yq|} (on pose |+∞− x| = +∞ si x 6= +∞ et 0 sinon). Notons que D et D′ ont
tous les deux même cardinal (du continu) du fait de la présence de la diagonale ∆∞.

Proposition 4.4.4 ([CSEH07, CSEM06]) d(D(f), D(g)) ≤ ‖f − g‖∞

Preuve : On pose ft = f + t(g − f). Notons que ft est non-décroissante sur K. Pour
toute paire de simplexes σ, τ ∈ K, il existe un réel u ∈ [0, 1] tel que le signe (au sens
large) de ft(σ)− ft(τ) reste constant pour t ∈ [0, u] et de même pour t ∈ [u, 1]. Il existe
donc une partition finie 0 = t0 < t1 < . . . < tr = 1 de 2 [0, 1] telle que l’ordre relatif des
ft-valeurs des simplexes soit indépendant de t sur chaque intervalle [ti, ti+1]. On en déduit
pour chaque i ∈ [0, r− 1] une filtration simple Ki compatible avec toutes les fonctions ft
pour t ∈ [ti, ti+1]. Par le lemme 4.4.3, on a

D(ft) = D(ft,Ki) = ∆∞ ∪ {
(
ft(σa), ft(σb+1

)
}[a,b]∈I(Ki)

où σa est le a-ième simplexe de la filtration simple Ki. En considérant la bijection évi-
dente entre D(fti) et D(fti+1

) qui vaut l’identité sur ∆∞ et envoie
(
fti(σa), fti(σb+1)

)
sur

(
fti+1

(σa), fti+1
(σb+1)

)
, on déduit d(D(fti), D(fti+1

)) ≤ (ti+1−ti)‖f−g‖∞. Par application
de l’inégalité triangulaire on obtient finalement

d(D(f), D(g)) ≤
∑

i

(ti+1 − ti)‖f − g‖∞ = ‖f − g‖∞

2

1. Il ne s’agit pas d’une véritable distance car d peut prendre une valeur infinie.

2. r ≤
(
m

2

)
+ 1 où m est le nombre de simplexes de K


