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Donner tous les arbres a 3,4,5 sommets.
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Donner tous les arbres a 3,4,5 sommets.

A

(a) Il existe exactement 1 arbre non-isomorphe a 3 sommets.

(b) Il existe exactement 2 arbres non-isomorphes a 4 sommets.

(c) Il existe exactement 3 arbres non-isomorphes a 5 sommets.
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Si G est un arbre ayant au moins deux sommets, alors G admet au moins
deux sommets de degré un.
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EXO 3.2

Enoncé

Si G est un arbre ayant au moins deux sommets, alors G admet au moins
deux sommets de degré un.

v
Démonstration

© Soit P une plus longue chaine élémentaire de G.

©Q Les deux extrémités de P sont distinctes car G est connexe et n > 2.

© Chacun d'eux est de degré 1 dans G, sinon, d'apres I'Exo 2.6(a), il
aurait au moins deux voisins dans P et appartiendrait donc a un
cycle, ce qui contredirait le fait que G est un arbre.
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Quel est le nombre m d'arétes d'une forét F ayant n sommets et k
composantes connexes Fi, ..., Fx?
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EXO 3.4

Enoncé

Quel est le nombre m d'arétes d'une forét F ayant n sommets et k
composantes connexes Fi, ..., Fx?

v
Démonstration

© Soient n; = ’V(Fi)’, m; = ‘E(Fi)‘ i=1,.., k.
© Chaque F; est un arbre, donc par I'Exo 3.3, m; = n; — 1,
@ m=Y m=Y(n—-1)=n—k
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Est-il vrai qu'un graphe ayant n sommets et m > n arétes admet un cycle?
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Est-il vrai qu'un graphe ayant n sommets et m > n arétes admet un cycle?

Démonstration
© Sinon G est une forét.
© Soit k > 1 le nombre de composantes connexes de G.

© D'apres I'Exo 3.4, on a n < m = n— k < n, une contradiction.
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Si un graphe G a n > 5 sommets alors G ou G admet un cycle.
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Si un graphe G a n > 5 sommets alors G ou G admet un cycle.

Démonstration

@ Supposons que G et G ne contiennent pas de cycle.
@ Par I'Exo 1.1(c) et I'Exo 3.4,
2L — |E(Kn)| = |E(G)| + |E(G)| < 2(n - 1).

Qc est—a—dlre n < 4, ce qui contredit notre hypothese sur n.
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Tout graphe connexe G a n > 2 sommets admet un sommet v tel que
G — v soit connexe.
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Tout graphe connexe G a n > 2 sommets admet un sommet v tel que
G — v soit connexe.

Démonstration
© G est connexe, dong, par I'Exo 3.8, G contient un arbre couvrant F.

© Par Lemme 2, F a un sommet v de degré 1 et F — v est un arbre.
© Or F — v est un graphe partiel de G — v et donc, par I'Exo 3.8, G — v
est connexe.
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EXO 3.10

@ Soient G(F) un arbre, e = uv € E(G) \ F et f une aréte de la
(u, v)-chaine P dans G(F).

@ Alors le graphe partiel G(F + e — f) est un arbre.
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EXO 3.10

@ Soient G(F) un arbre, e = uv € E(G) \ F et f une aréte de la
(u, v)-chaine P dans G(F).

@ Alors le graphe partiel G(F + e — f) est un arbre.

Démonstration

© C = P+ uv est un cycle dans G(F + e).

Q Par Lemme 1, G(F') est connexe o F = F +e—f.

© Par I'Exo 3.8, G(F’) contient un arbre couvrant G(F"). Puisque
n—1=|F|=|F|>|F'|>n—1,0na F =F".

© Par conséquent, G(F’) est un arbre.
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EXO 3.11

Enoncé: I'algorithme de Kruskal

On suppose que le graphe G = (V/, E) est connexe.
@ Soit {e1, €, ..., em} I'ordre de E tel que c(e1) < c(e2) < ... < c(em)-
@ Au début soit Hy = (V/, Fp) ol Fo = .

@ Pour 1 <i<msoit Hi=(V,F;))ou F;=Fi_1+ e si H_1+ e est
une forét, et F; = F;_1 sinon.

(b) Exécuter I'algorithme de Kruskal sur le graphe suivant:
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EXO 3.11

1 13 17 5

1 4 7 2
1 At A3 6 |2 % |2 2 9 |4 10 (1215|6168
1 3 5 2 3 11 14 7
1) ) 3)
(4) (5) (6)
(7) (8) 9)

Z. Szigeti (Ensimag, G-SCOP)



EXO 3.12

Enoncé: I’algorithme de Prim

On suppose que le graphe G = (V/, E) est connexe.
@ Au début soit Hy := (Vo, Fo) ou Vo :=r € V et Fy := .
@ Si Vi # V(G) alors soit uv € dg(V;) tel que u € V; de coiit minimum
et soit Vi1 :=Vi+vet Fiy1:=F + uv.

(b) Exécuter I'algorithme de Prim sur le graphe suivant:
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EXO 3.12

1 3 5 2
1) (2) 3)
(@) (5 (6)
(7) (8) (9)
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