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Algebre Linéaire : A-x = b

© Les colonnes de A sont notées : a'

P

O Les lignes de A sont notées : a1, ..., am.

Rappel

1

© Les colonnes a+,...,a" de A engendrent un espace vectoriel.

O Les lignes a1, ..., a, de A engendrent un espace vectoriel.
© Ces deux espaces vectoriels sont de méme dimension.

© Une base d'un espace vectoriel est un ensemble de vecteurs qui

@ sont linéairement indépendants et
@ engendrent tout |'espace.
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Algebre Linéaire : A-x = b

Théoreme (Existence)

A - x = b possede une solution si et seulement si il n'y pas de
contradiction : yT -A=0ety’ -b#0.

1X1—2X2: 1/-2
—2X1—|—4X2:—3/'].
0X1+0X275—].

1 -2

yT-A=(2 1)<_2 _4>:(o 0)ety”-b=(2 1)<_

Résolution
Elimination de Gauss : PIVOT.
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Programmation Linéaire : A-x=b,x >0

Lemme de FARKAS (Existence)

A-x = b,x > 0 posséde une solution si et seulement si il n'y pas de
contradiction : yT -A>0ety’ .- b<O0.

2X1—].X2: 1/1
—Ix1+30=-2/-1
X, Xy >

0
1xy + 2xo 75 1
2
1

yT-A=(1 )< ;,)

(1 2)ety™ b=(1 1) (_D:—l.
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Programmation Linéaire : A-x=b,x >0

Lemme de FARKAS (Existence)

A-x = b,x > 0 posséde une solution si et seulement si il n'y pas de
contradiction : yT -A>0ety’ -b<O0.

v

Démonstration

© x et y ne peuvent pas tous les deux exister :
2 0<(yT-A) - x=y"T-(A-x)=y"-b<0.
O x ou y existe :
© Soit b appartient au cone(al,...,a") :

n
'

@ b est une combinaison linéaire non-négative des a',..., a
o Y Uxi- a'=b,x >0,
e A-x=b,x>0.

© Soit b n'appartient pas au céne(a,...,a") :
o il existe un hyperplan H qui sépare b et les a',
@ pour le vecteur normal y de H: y" - a’ > 0 pour tout i et y” - b < 0.
o yT - A>0ety’ -b<0.

v
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Programmation Linéaire : A-x = b, x > 0,c’ - x = z(max)

Lemme de FARKAS (Existence)

A-x = b,x > 0 posséde une solution si et seulement si il n'y pas de
contradiction : yT -A>0ety’ . b<O0.

Résolution
Algorithme du simplexe : PIVOT.
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Programmation Linéaire

Soient J C {1,...,n} et J = {1,

co,ni\ J,

(A A7) () =b
X_ .

Ax=0b XJ AJXJ + AJXj =b

x>0 Xi >0 XJ, x;2>0
c"x = z(max) xj ¢/ x; + ¢] x5 = z(max)

(¢f ¢ = z(max)
%5
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Programmation Linéaire

Supposition

Les lignes ay, ..., am de A sont linéairement indépendantes (rang(A)=m).

Définition : J C {1,...,n}

Q base si {&/ : j € J} forme une base de I'espace vectoriel engendré par
les colonnes de A, (|J| = m).
o si et seulement si (A7)7! existe,
o si et seulement si A’ est non-singuliere : det(A’) # 0.

© solution de base associée a J : la solution unique de Al xy = b,
x5\ (AJ)_lb
x5/ 0 ’

© réalisable : si (A7)71b > 0.

© optimale : si la solution de base associée a J est une solution
réalisable et optimale du PL.
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Algorithmes pour résoudre un PL

Algorithme Auteur Théorie Pratique
Simplexe Dantzig'47 | non-polynomial | tres rapide
Ellipsoide Khachiyan'79 polynomial tres lent

Point intérieur | Karmarkar'84 polynomial rapide

Remarques sur |'algorithme du simplexe

O |l existe une solution optimale qui est un sommet (point extréme) du
polyédre (borné).
Les sommets du polyedre correspondent aux bases réalisables du PL.

L'algorithme du simplexe se promene sur des sommets du polyedre en
améliorant la valeur de la fonction objectif.

Le nombre de sommets peut étre exponentiel !

00 060

Il existe des exemples ol |'algorithme du simplexe passe par tous les
sommets du polyedre et il y en a 2" (n = nombre de variables).

Z. Szigeti (G-SCOP, Grenoble) RO 1A 8 /18



Les deux étapes de |'algorithme du simplexe

Idée
© L'algorithme du simplexe a deux étapes :
@ FEtape 1 : trouve une base réalisable s'il en existe une.

@ Etape 2 : en utilisant cette base réalisable, il trouve une solution de
base optimale s'il en existe une.

© Les deux étapes sont tres similaires.
° Etape 2 a besoin de Etape 1 et
o Etape 1 utilise Etape 2, sur un PL auxiliaire.
© Les deux étapes utilisent |'itération suivante :
o Entrée : une base réalisable J,
o Sortie : une et une seule de

@ J est une base optimale,
@ il n'existe pas de base optimale bornée,
© une meilleure base réalisable J',
la fonction objectif augmente dans la nouvelle solution de base.
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Opérations de lignes

© Opération 1 : multiplication d'une ligne par une constante «a; # 0 :

Oa,'-X:b,' — (a,--a,-)-x:(a,--b,-).
© Opération 2 : soustraction d’une ligne d'une autre :
@ ai-x=b = (aj — aj) - x = (bj — bj) ou plus généralement :
@ aj-x=b; — (a,-—aj-aj)-x:(b;—aj-bj).
© Opération 2 peut étre utilisée sur la fonction objectif !
o cT x=2z(max) = (c —aq;-3;) x=2z(max) —q; - b;.

o ¢’ x = z(max) — z sera utilisée.

© Deux PL P et P’ sont équivalents si
o {x:A-x=bx>0}={x:A-x=0b x>0},

ocl x+zg=cT x+2.

Remarque

En utilisant des opérations de lignes on obtient un PL équivalent.
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Forme standard par rapport a une base réalisable

Etant donné un PL sous forme standard et une base réalisable J,
on utilisera une forme plus adaptée :

Alxy+ Alxg=b l-xj+ AT x5=1
XJ, XjZO = XJ, 720
cfxs+ chxj = z(max) 0-x5+ C’T x5 = z(max) — z

Définition

N
| \

Forme standard par rapport a une base réalisable J :
QO A = I (matrice identité a une permutation des colonnes pres),

(2] CJT =0 (Quand A’ = [, c'est facile 3 avoir : ¢ = ¢" — CJT - A).

4
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Forme standard par rapport a une base réalisable

Remarque

© Avantage de cette forme :

. N X b
o la solution de base associée a J est (_J> = (O) .

=
J
@ b >0 (la solution de base est réalisable).
o la valeur de la fonction objectif est zj :
_— pr— T . X I . X— = . X I . pr—
zZ—z20=1¢5 "Xyt ¢ X5 0 X)+ ¢ 0=0.
© Sion a la forme canonique avec b > 0 alors la forme standard sera
une forme standard par rapport a une base réalisable :

A-x<b A-x+1l-y=0b
x>0 = X, y=>0
¢’ x = z(max) ¢’ x+0-y=z(max)
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Idée de I'amélioration de la base sur un exemple

Exemple : forme standard par rapport a J = {1,2}

+1x +1x3 —2x4 +2x5 = 1 Al =1,
+1x0 +2x3 + 1x4 +2x5 = 3 b>0
X1, X2, X3, X4, X5 > 0
+ 2x3 + 1x4 — 1xs = z(max) — 0 CJT =0

@ On voudrait augmenter la valeur de la fonction objectif.

@ On essaie d'augmenter une variable dont le coefficient dans la
fonction objectif est strictement positif, en gardant les autres
variables hors de base fixées a 0.

@ On augmente celle dont le coefficient est le plus grand, donc x3.

@ Les variables dans J doivent rester non-négatives en augmentant x3 :

o x31=1— x3, x3 = 1, x; devient 0.
9 X2 :3—2X3, J/:{?),Q}
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Idée de I'amélioration de la base sur un exemple

Exemple : forme standard par rapport a J = {1,2}

— )
+1x; +1x3 —2xq+2x5 = 1 Al =1,

+1x0 +2x3 + 1x4 +2x5 = 3 b>0
X1, X2, X3, X4, X5 > 0
+ 2x3 + 1x4 — 1xs = z(max) — 0 CJT =0
Exemple : forme standard par rapport a J' = {3,2}
+l1x +1xg — 24+ 2x5 = 1 A =1,
—2x1 + 1xo +5x4 —2x5 =1 b >0
X1, X2, X3, X4, X5 > 0
—2x1 + 5x4 — 5x5 = z(max) — 2 =

Z. Szigeti (G-SCOP, Grenoble) RO 1A 14 /18



Idée de I'amélioration de la base sur un exemple

Exemple : forme standard par rapport a J' =

+1x +1xs — 2%+ 2x5 = 1 A =,

—2x1 + 1xo +5x4 —2x5 =1 b >0
X1, Xe, X3, Xa x50

—2x1 + 5x4 — 5x5 = z(max) — 2 dl =0

On continue de la méme facon : 4 entre dans la base et 2 sort de la base.

Exemple : forme standard par

+ix1 4+ 2% + 1xs + 8% =1 A =,
—gx1 + %xz + 1xq — §X5 = % b’ >0
X1, X2, X3, X4 x50
—1x — 3x5 = z(max) — 3 "5 =0

On ne peut plus augmenter la fonction objectif, on a une base optimale.
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En utilisant un tableau des coefficients

1 0 [1] 2 21
01 2 1 2|3
0 0 2 1 -1[0
1 0 1 -2 21
2 1 0 [5] 2|1
2 0 0 5 5|2
s 5 0 1 5] 3
0 -1 0 0 -3[3

@ Dans le dernier tableau la fonction objectif est non-positive donc
@ une solution optimale est (X1, X2, X3, X4, x5) = (0, 0, g, 5 0)

@ de valeur 3.
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Itération du simplexe

ENTREE : Un PL sous forme standard par rapport a une base réalisable J.
I'XJ—i—Aj'Xj:b
X/, x5 >0
T

¢ - xj = z(max)

SORTIE : Une et une seule des trois possibilités suivantes:
@ La solution de base (ii) = (g) est une solution optimale.
J
@ Il n'y a pas de solution optimale bornée.

@ Une meilleure base réalisable.

@ Soit s € J pour lequel ¢; = max{c; : i € J}.

@ Si ¢, < 0 arréter. (la solution de base est optimale.)

Q@ Si A <0V 1<i<marréter. (z(max) = 00.)

© Sinon soit r tel que z—’f = min{%% 11 <i < mtel que A7 > 0}.
© Pivoter 2 A et arréter avec la nouvelle base J' = J + 5 —r.
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[tération du simplexe

Q@ Soit s € J pour lequel ¢cs = max{c; : i € J}.

@ Si ¢c; <0 arréter. (la solution de base est optimale.)
Q Si AP <0V 1<i<marréter. (z(max) = 00.)
© Sinon soit r tel que b’ = min{% :1 < i < mtel que A7 > 0}.

© Pivoter a A; et arréter avec la nouvelle base J/ = J+s —r.

o (ar, by) = (ar, br)/ A7,
o (a,,bl) = (aj, bi) — (&}, b,)As, pour tout i # r,
o (T, —z)=(c",—z) — (a,, b))cs.
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