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de « Peut-on brouer

2 qu'o peut prouver ¥ s,

Li Recherche n® 346, pp. G4-60.

Peut-on trouver ce
qu’on peut prouver ?

Des mathématiciens a la recherche de probléemes « universels »

Meme difficiles, certains problémes ont 2 bonte de se laisser aborder:
on peut y apporter une solution et prouwer gu’'elie est juste.
D’autres sont moins conviviaux: il est seslement possible de prouver

une réponse donnée. Mais prouver suffit-i

trouver?

Répondre a cette question nous révélerait les imites universelles
de ce que I'on peut faire par ordinateur.

Une réponse i la question posce par le titre du pré-
senl article cotterait un million de dollars au Clay
Mathermatics Instilule, qui a lancé [e concours Mil-
lenium prize problems® Sa diflicullé, son importance
pour les mathématiques, et plus encore ses consée-
quences en informalique rangent ce probléme
a['= NI?» let d'autres de la méme famille) parmi les
plus grands défis actucls. Contentons-nous pour ke
moment de mentionner que les «cryptosystémess
de Finformatique et des bangues sonl fondés sur
I'hypothise P = NP La publicité qui lui est faite a
aussi conduit i des rumeurs ct & des idées fausses.
Comme beaucoup de problémes difliciles de mathe-
matiques qui deviennent les problémes centraus de
grandes théories, celui-ci a sun intérét scientifique ot
esthélique en soi. Mais ses applications sugmentent
considérablement Fenjeu d'une soluation.

Il s'agit de comprendre les limites théoriques des
vrdinaleurs, ndépendamment du progrés technigue.
Comme la vitesse de la lumiire en physique, il v a
en informatique des limites qu'on ne pourra jamais
dépasser. Ces limites viennent également de la néa-
litg physique: Méme pour des problémes de taille
raisennable, le nombre d'opérations pour la réso-
lution peul étre déraisonnablement grand, rendant
le probléme intrailable indépendamment des movens
lechniques. La lumiére viendra done probablement
avanl loul d'avancées d'ordre général dans la theo—
rie de la complexite Tinterrogation de base porte sar
les limites de ce qu'on pourra trouver un jour.

La Nalure - I ssupréme fascistes, comme dirait Paul
Erdos'! - est particuliérement diabolique ic: elle met
une grande partie des problémes appliqués dans &
famille des problémes «universels=; ces problémes
pour lesquels une hypothétique sformule mirades
equi résoudrait 'un d'eux permettrait en réaling de les
risoudre tous. Pour démontrer quiun probléme est
intrailabile, la principale maniére de faire est aujour-
d'hud de montrer qu'il est universel!2.5)

Jusqu'a Papparition des demandes de Finformatigque.
on pouvail peul=¢lre dire avee Hermann Wesvl qoe
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sl mmaieSmaigues somt L scienice de U'infini, leur objet o1 la
sl smbolgur dr U'infiri avec Uhumain, cest-i-
Ansoesiius b= «fes. mass trés grand » y a pris sa part.
En o sedee Ie tres grand on réalisable, cost
Femiee gl or qua #lait impossible. On pourrait
e setemee B cation de Woeyl: «Un des objets des
et & ot bs seduction de Vimraitablement grand
& Pl e mutr s iy sique, ¢'est-i-dire au iraitable.»
Avat @l wop loin. plongeons-nous dans des
s smeles. U's nombre est appelé composé s'il
seome ommmme e produit de deux nombres entiers
i s g 1 Un nombire sl appelé premier
SH e pas cmmpose  Par exemple 6 =2 %35 est
CoEmpesé T 5 prescr

A walee s e mommbre suivant, fait de 163 chiffres,
e 8 eompest * Oa el premier?
SIS TN s AR SIS 21551 574045788.22]
D SR A S07 25 2595065 2506929 0076595
A SR 0 4071 |75 249445595 206547458
pr et R

Comsaimce ses Sstestocsteur, Fépondre «ouiz i la pre-
e guesien, Cest repondre «nons & la denxiéme,
Bfpemsier smon= & b premicre, Cost répondre couis &
B desmeee Le peoibieme est de convainere son inter-
locsess g & stponse et la bonne. 11 faut lui en don-
per & premne B B donc qu'une preuve mourte existe.
Fous woes oo qu'un nombre ot composé, il
SRS S ENRS une preuve: sa présentation comme
prodies @ dewn mombres. Pour convainere que le
sk o= peemmer i existe aussi des preuves simples
que Tom pesll espliguer & des lyeéens. De plus, on peul
e Sewwer b sfponse 4 la question «ge nombre
et ow mom peemmer 7> avec une recette Galgorithme)
stalsaile fpolsmomnuall - méme si pour le momenl
celie—0 & sppel soat & [hypothése de Riemann, soil
an hased lmerthme aléatoire?. Autre bonne nou-
velle du meims pour |2 cryptographie ! méme si la
FEpOnSE B o5l «nons, PErsonne ne saurait acuel-
lemmenst ey deux pombres plus grands que 1 dont
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le nombre est le produit, méme les experts les plus
brillants, armés des plus puissants ordinateurs du
monde™, Personne, sauf vous of moi. Voila:

S AT T 22 P2 3RO A2 155 13745 TRA 2]
2908536659504 386 180507250593 063 2506920 1017659
S PIGIASEERTI 64501 N2407 L 1TH 249445595 20654745
HSOTFZNPHA04813H5 =

SR 225645635 1757 70465661 14574165578 66244
[B54H0A 0235047397 144099700591 3087 P11 220825048902
10262581057 X 282431 5980063007 052543556741 5865
S15192501462552801 1429

Favoue: jai triché. JFai dabord pris dews nombres,
puis je les ai multiplies. C'est sculement par paresse
qui j'ai wtilisé un ordinateur: sur une grande feuille,
on pourrail laire la multiplication 3 la main. Si vous
refaites cela, vous aurez vous-méme prouvé que le
nombre donné flail compaosé! Vous on teneg e
lémoignage irrcfutable: la décomposition en pro-
duit. Prouver est synonyme ici de «(sel convaineres,
sverifiers, «cerificrs. Pour la preuve des théorémes,
nous ulilisons plutdt le lerme « démonstration s,
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On peut done prouver sans trouver. Mais peut-on
prouver quion ne trouvera pas? Comment prou-
ver que demain 'on ne saura pas lrouver rapi-
dement le produil dont est fait n'importe quel
nombre composé?

Pas trés réaliste. Au~dela de la cryplographie, quel est

lintérét de ce genre de question? Cest que si I'on

pouvail lrowver fout ce gqu'on peul prouver, une foule
de problémes répulés insolubles seraient résolus.

Il n'est pas trés réaliste de croire que Fon pourra

trouver Llout ce que 'on peul prouver, mais les

mathémalicicns veulent au moins cemner ce que Fon

a tles chanees de trouver, et identifier ce que Fon w'a

aucune chance de trouwver T est raisomnable de pré-

voir quil sera possible de démontrer que certains

lypes de problémes ne pourront jamais ¢re résolus

en un lemps réalisable,

Supposons qu'a la suite d'un vol un inspecieur de

police, aprés de longs mois de Lravail, rouve un sus-

pect. 1l doit maintenant prouver quiil s'agit bien du

coupable, Les juges veulent la preuve, e 1émoi-

gnage brecusable: des empreinles digi-

Lales, ele. Si e policier se trompe,

Paccust a intérét & prouver

son o innocence @ il

doit produire son

prapre fémoi-

gnage irré-

_\ cusable,
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Pour prouver,

il peut suffire

de vérifier les
empreintes ou "alibi ;
décider ou trouver,
c'est toute U'enquéte

b | Erdmenils, Cemadion | of
Muatfematics, 17, % 449 1905

Peut-nn trowver ce qu’on peut prouver?

par exemple un alibi. En revanche, il ne pourra pas
prouver son innocence grace 4 Fabsence d'empreintes.,
A la question: Faccusé est-il innocent ? Falibi et les
empreintes délivrent le certifical que la réponse est
oui ou non. Une fois le certificat oblenu, la réponse
st facile, Mais comment trouver le cerlifical

Ihans notre vie, les certificats sont chose courante. s
visent & remplacer une procédure laboricuse par un
document courd, Plus ils sont difficles & trouver, plus
ils sont précieus, Nest-il pas plus simple de deman-
der un permis de conduire que de vérifier Faptitude
de quelgu'un & conduire? De regander un carnel de
sanié que de partir & Ia quéte des vaccins et des
maladies passées?

Recettes. Autre cxemple, les recettes de cuisine: ce
sonl de vérilables alporthmes, des procédures géné-
rales bien définies. Avec des données précises Ues
ingrédicnts), elles nous donnent des instructions pré-
cises qui conduisent & un résultat précis.
Certaines recetles sonl longues a réaliser, Vérilier la
qualité du plat tout prét est beaucoup plus simple,
Veérifier (cerlifier, prouver) qu'un certain résultat est
juste el faire le chemin jusquiau résultal (lrouver)
anl tous deux lear impnr‘lﬁm'{‘, mais oF ne sont pas
des procédures de méme nalure el elles n'ont pas
la meéme fonction: nous avons souvenl besoin de
montrer le résultat de notre travail, sans faire perdre
de temps a ceux qui nous écoulent.
La différence entre pouvoir prouver quelque chose
en un temps réalisable, of trouver oo quelque chose
—méme sl n'y a que deux possibilités, comme
compose ou premier, coupable ou non coupable,
réussi ou ralé — est souvent significatif: pour
prouver, il peut sullire de vérifier les empreintes
ou I'alibi; décider ou lrouver, Cest loule 'en-
quéte. Cesont oos deux notions et leurs relations

qui sont les clés de Panalyse de la complexité des

algorithmes.

L'existence d'un certificat, d'un témoignage irré-

cusable & une réponse souis> pourrait-clle impli-
quer qu'il est possible de e décider» a priori si la
réponse o5t = ouis, ol aussi de trouver les certificats?
Il doit bien exister une corrélation entre Fexistence
d'une preuve courte of une procédure réalisable pour
trouver la preuve! Mais on congoit aussi qu'il soit
plus difficile de fabriquer quelque chose que de Fap-
précier. Lart est plus difficile que la crilique!
C'est la question centrale : savoir si la solution des
problémes que Fon rencontre est ou non accessible.
S5i I'on sait que la solution est accessible, on peul
satteler & la tache of la trovwver. Si Pon sait qu'elle
n'est pas accessible, inutile de perdre son temps.
Les problemes de P (problémes que "'on peul
résoudre en un lemps polynomial) sont les pro-
blémes de décision pour lesquels 1a réponse =oui»
o snone peul Glre trouvée (décdée) en un temps
réalisable. Pour la classe des problémes NP (non
déterministiquement polynomiall en revanche, on
sail seulement que la réponse «oui= a la question
posée peut étre vérifiee (certifiée, prouvée] en un
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temps realisable; on peul convaincre un Liers de la
riponse «ouis si clle est vraie, et s quelquiun nous
souffle la preuve, mais on ne peut pas nécessai-
rement 1a trouver.

Le grand probléme que les mathématiciens ne savent
toujours pas résoudre est de savoir si l'ensemble P
des problémes est Ie méme que Fensemble NP On
Coril ;s « P = NP?» Cesl=i—dire: peul-on trouver tout
oc quion peut prouver (par exemple, les deux
nombres entiers dont un nombre est le produith?
Linverse ost vrai, bien sdr, Cest-a—dire que P est
entierement inclus dans NP 5l existe un moyen de
lrouver rapid::mrrlt, la personne n'a qu'a excculer
lalgorithme pour se convainere. Lalgorithme prend
alors lui-méme valeur de cerfification,

La distinction entre existence d'objels mathéma
tiques et leur construction st relalivement récente.
Le souci de prendre en considération Ie temps d'exé-
cution des algorithmes n'apparait que dans les
armees 1950=1960, dans plusicurs ravaux, dont ceux
de John von Neumann, bien apres les travaus ' Alan
Turing, le concepleur du premicr modéle mathéma-
tique de 'ordinateur. Quant aux notions de P et de
NP, elles ont ¢ sugoéedes en 1965 dans un article
de Jack Edmonds!®,

Le probléme mathématique consiste donc & démon-
trer que deus ensembles sont égaux. Cependant, la
solution dur probléme demande probablement plus
qu'un grand talent de mathématicien, Comme il v a
cent ans avec laxiomatisation de la théorie des
cnsembles, il est possible que les nolions et les
méthades avec lesquelles nous approchons le pro-
blime soient elles-mémes inadaplées. Le million de
dollars n'est pas facile a gagner! Notre probléme
s'inscrit dans la lignée des résullals de Godel sur
I'indecidabilité de certaines proposilions, mais est
probablement beaucoup plus difficile,

Sens unique. Redescendons sur terre. 11y a beaucoup
de problémes pour lesquels il est évident quiils sont
dans P. Par exemple, décider si oui ou non un
numbire et divisible par 2, 3, ou par n'importe quel
nombre. Un probléme classique, un peu moins évi-
dent mais encore facile: étant donné le plan d'une
ville, vérifier si ladministration urbaine a bien fait
son fravail et qu'on peut aller de n'importe quel
endrait i n'importe quel aulre, en rospectant les rues
I SETS Unigque.

En voici un aulre: le probléme du club a deux salles.
Dans un club, on sait exactement qui connail qui,
Ona deux salles pour organiser un pot auguel tous
les membres du club sont conviés, et 'on cherche i
éviler qu'il y ail deux personnes dans la méme salle
qui se connaissent déja. Peat-on décider a quelles
condilions Cesl possible? Vous aver certainement
trouve: il sullit qu'il v ail trois personnes du club
qui se connaissent mutuellement pour ne plus pou-
voir placer les gens. Cette condition est suffisante,
mais esl-clle nécessaire?

Observims co quiil se passe avec sept personnes, pla-
cevs Initlalement autour d'une table ronde, charune




Nous pourrions

étre amenés a tester
une par une

les 2'™ possibilités de
placer 1 000 personnes
dans deux salles

*Un graphe est un ensembla
de paires d'éléments chaisis
dans un ensemble donné.

tah L. Berge, Sur une onjedure
L T e
Comm. 1% assrmbie
grrdale ke PLIRSEL Tidom,
L

71 I'I.o'rp;r. -:,mjllw;.
e hpergregaives. Tharusl, 15977

d'elles connaissant uniquement ses deux voisins.
Peut-on les séparer afin de les placer dans les deux
salles comme disire? 5i l'on répartit les personnes
successivement, dans Pordre de leur plavement
autour de la table, on est force d'alterner cotre les
devs salles, Toul va bien jusiqu'a la sixitme personne,
mais nous sommes dans lincapacité d'orienter
la septieme: elle connait déja une personne dins
chague salle. Ce cas de Dipure doit étre aussi
exh.
Nous avons donc avanceé par rapporl a nolre
premicre idée, mais de nouveau celle condition
peut ne pas étre nécessaire: il pourrait v avoir
d'autres ohstacles. En dait, il o'y ena pas, Lo démons-
tration esl relativement facile: on peut procéder
commme nous venons de le faire pour sept personnes,
cn placant les gens dans deux salles, ¢l quand cc
n'est plus possible autlour d'une table avec un
norbre impair de places de facon 4 cc que chaoun
connaisse ses dews voisins (pour la procédure exace,
qui csl un exemple simple de démonstration par
algorithme, voir wwwlarccherche Irl 1o la condu-
sion: on peul metire tous les membres du club dans
deusx salles, si et seulement si on ne peul pas sélec-
tionner des personnes du dub et les placer autour
d'une table ronde avec un nombre impair de
places de fagon & ce que chacun connaisse ses deus
vnisins,
11 existe done une procédure de validation de fa
question: un placement en deux salles est=il pos-
sihle? Impaossible ? Uexistence de cel alporithme fait
que le probléme est dans P, ot le théoréme que nous
avons formulé mel déja dans NP les deux questions.
Pour 1000 personnes, méme si P'on ne fait aucun
cttort supplémentaire, Falgorithme va conduire en
e x [000 x 1000 opéralions, ol ¢ est une pelile
constante = un ordinateur moyen lait ce caleul en
quelques secondes. Autrement, nous pourrions Elre
amends a ester une par une les 2100 possibilités de
placer 1 000 personmes dans dewx salles. Pour mille
personnes, cela terait déja 2000 pogsibilités. ELil y a
a peu pres le méme nombre de placements awtour
de tables impaires. Aucun ordinateur ne sera jamais
capable de traiter tous les cas de figure! Lalgorithme
arrive done a ramener e nombre exponenticl de cas
a un nombre plus petit, réalisable. Cela est possible
seulement si lessence du probléme est saisie!
Mais pour cerlains problémes personne nfarrive i
donner une solution réalisable en un temps acces-
sible & Fhomme ¢l aux ordinateurs, ou i démontrer
un théoréme qui saisit Fecssences du problime Cest
déji le cas pour les dlubs & trods salles,
Vous pouver commencer par sénéraliser la
meéthode que nous avons eoployée avee deux salles
el rowver des obstacles (par exemple, des quadru-
plets de personnes qui se connaissent). Mais votre
liste de certificats courts ne sarrélera jamais sans
qu'il y ail un conlre-exemple. Ou plutit, si elle s'ar-
réte, vous aurez résolu I'un des grands problémes
de l'informatique, car le probléeme des trois salles
est = universel ».

Pour d'autres probléemes encore, om ne sail pas s'ils
sonl universels ou s'ils admetlenl une solution réa-
lisahle. ("est le cas du test de primalité d'un nombre
Cest le cas également du probléme qui consiste a
tester si un graphe® est parfait. Co prohléme a éé
promu par la conjeclure des graphes parfaits que le
mathématicien francais Clagde Berge — un des grands
pionnicrs de la théorie des graphes'® - a énoncé en
126007, Cette conjecture of les problémes algorith-
miques qui fui sont lics viennent d'étre résolus,
comme cela a f1¢ annoned [e 23 mai 2002 (voir
Pencadrd © « Les quaranle—deux ans de la conjecture
de Berge», p. 25}

Cycle hamiltenien. Alin d'¢claircir les notions que
nowus avens inbroduiles, passons & un aulre pro-
blisme, celui du cyele hamillonien: éant donné un
ensemble de villages avec la carle des routes qui les
relient, peul-on faire une lournée en passant par
chaque village exaclement une fois, ef en revenant
au village initial? Une tournde qui passe par chagque
village exactement une fois s'appelle cycle hamil-

tonien, du nom du mathémalticien irlandais William
Eowan Hamilton, imventear du «jeu du dodécaédres
tun cas particulier du célebre probleme du «voya
geur de commerce =l La délivrance d'un certificat
por le = oni s est évidente: il suffit de montrer une
lournée. En revanche, on ne sait pas déliveer de
cerlifical pour le « non s Cerles, lorsque le nombre
de villages est petit, il est possible de trouver une
preuve courte, mais personne ne sait démontrer
quien asgmentant la taille du probléme cefle des
preuves de la non-existence d'un tour ne va pas
augmenter exponenticllement.

Un autre probleme qui semble a prios pea dilférent ;
ctanl donné un ensemble de villages avec la carte
des routes gui les relient, peut-on faire une tournée
en passanl par dhague roule cxaclement une fois, el
en revenant au village mitial? Une tournée qui passe
par chaque roule exactement une fois Sappelle =tour
euléricn =11 La scule différence par rapport au
problime précédent est que nous avons remplace
avillage» par eroules La nuance n'est pas mince: le
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Informaticiens
et mathématicens
utilisent la liste des

problémes NP-complets

comme un traducteur
son dictionnaire

*Un graphe est dit. parfait i,
en supprimant un ensemble

gquelcongue de sommets, la cigue :

maximum [« le nombre maximum
de membres du club qui se
connaissent mutaellement =}

ast égale au nombre chromatique
{# le nombre de salles minimum
RECESEATTES pour placer ces
memies o sous Les contraintes
axpliguées dans l'article).

*Un trow impair est un arele
impair sans corde, cest-a-dire
un ensemble de « membres

d’un dub gue 'an peut asseoir
autour d'une tabile ronde s,

de taille impaire supéricure

ou égal 2 5 de fagon 3 ce que

{es voisins et seulement les
woisins se connaissent.

Ua antitrou impair est =
complémentaire d’'un trou impair,
c'eab-a-dire un ensemhbla

de membres que Von pewl asseoir
autour d'une tahle rondea,

de taille impaire supérieure

au égale 3 5 de facon 2 ce que les
woising et seplement les vnising
e e connaissent pas.

Il g<t facile de voir que les trous
ot les antitrous ne sent pas
parfaits, et donc les graphes

qui les contienncnt

no le sont pas non plus.

1 i
W Lt

ang. 15

Peut-on troaner o qu'on peut prouver 7

probléme du evele calérien, lui; est dans I La solu-
tion esl donnée par le théoréme d'Ealer, qui res-
semble & celui formule pour le duby b deox salles il
exisle un cycle culérien si of sculement si on peut
aller de w'importe quel village & n'imporle quel aulre,
el que le nombre de routes gui parlent de chague
village el pair.
Pour Ies mathématiciens qui fes développent, les
algorithmes réalisables (ou polynomiaus) sonl ceux
dont le compaortement pour des données (des oocur-
rences) arbitrairement grandes se deert de Ta Tagon
subvante: pour-tout n, pour des donmées gui m'oe
cupent pas plus de noclets sur un disque dur, T'al-
gorithme s'execule en moins de Knk opérations
Clémentaires, o K ol k sont des constantes. Celle
definition impose seulement la maniére dont le
temps d'exécution augmente en fonction des
donndées. Le terme algorithme polynomial vient do
fait qque [a fonction K st un poalyndme. oppo-
sition entee «exponenticls et « polynomial» est du
mdéme ondre gue celle entre le nombre of le nombre
tle chiffres qui e compaosent,

Trois questions. Reécapilulons. I est Fensemble des pro-
blémes de decision quion peat eésoudre avee un
algorithme polynomial NP est Fensemble des pro-
biémes de décision pour lesquels il existe un cerli-
fical de longuear polynomiale pour la réponse «ouis,
Lensemble des problémes pour lesquels il exisle un
cerlifical de longueur polynomiale pour la réponse
snons sappelle scoNP s 1P est inclus dans NP, ainsi
que dans coNP. Finalemenl, nous avons loujours
post dans nos cxemples les lrors mémes queslions:
1 Le probiéme est=il dans NP el esl=il dans coNP?
(La réponse souls ou «nons peul-clle ¢l cerlifice,
prouvee avee une verilication realisable? Quand les
deux peuvent, onea de bonnes chanees que e pro-
Blénte soit aussi dans [2)

2) Le probleme est-il dans P? (La eéponse coui» ou
anies pewl-clle e rouvde, décidée en un lemips
rialisalile

535 Un certain cedilical du souis ou du «nons peul-il
elre tronve enoun temps polynomial?

Jusqu'a présent nous avons négliae [a difference
entre la deuxicme el la loisicme queslion: rouver
la reponse «oniz ou enone, ou un cerfificat du conis
ou« nony, nous a cbe fgal. 511 = NP, alors, pour un
probléme donne, la réponse a Pune des interro-
gations de la premicre question est « ouis, si et seu=
lement 55, 1l e ost de méme pour toates les autres
questiogs.

Ians le probleme du club b dews salles, nous avons
vu que la réponse a toutes les questions est «ouis.
Le probléame du cyele hamiltonien sl dans NP, mais
on e sait pas sl est dans coNP On ne sait méme
pas sila reponse a la deuxiéme question est positive
ou négalive, done la roisiéme queslion ne sepose
meme pas. Comme fous les problémes de décision
universels ou complets dans NP (NP-complets), le
probléme do cyele hamillonien est un probléme de
NE auquel tous les problémes de NP peovent ére
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réduits. Autrement dit: un probléme est NP-
complet si, en e résobvant, on peut résoudre Lous les
problémes dans K151 est remarquable que des pro-
blemes aussi différents que ceux qui relévent
des mathematiques discrétes ou de la théorie des
nombres puissent Ctee réduits les uns aux autres,

Votre jeu préféré. En 1971, Stephen Cook™ ¢t indé-
pendamment Leonid Levin ont présenté des pro-
blémes concrels auxquels pouvaient étre réduits tous
les problémes de NP en un temps polynomial. 11 a
ainsi démontrd e théoréme londamental suivant: il
exisle un probléme universel dans NP

Peu apres, le probleme de Cook a lui-méme ¢18
réduit & braucoup de problimes importants, dont
celui du cvcle hamiltonien, ou a celui du cub 4 trois
salles (que 'on appelle également de «3-coloration
des graphes =L Depuis, la liste des problémes NP-
complets grandit vite (plus de mille sont connus a
ce jour, et les demonstrations de NP-complétitude
sonb devenues praticque courantel T est probable que
vatre jeu préférd soit un probléme NP-complet,
comme ¢'est le cas du Sokoban, du solitaire ou du
démineur

Informaticiens, mathématiciens cf ingénicurs uti-
lizent la liste des problémes NP-complets comme
un lraducteur wtilise son dictionnaire. Savoir qu'un
problieme est NP-complet signifie avant tout que
le probléme est trop difficile. Pour les experts, la
conclusion alors est de renoncer a Lravailler sur un
algorithme réalisable pour un tel probléme dans
sd lorme vriginale. La théorie de la complexilé sert
en guelgue sorle a ne pas perdre son lemps guand
les choses ne lonclionnent pas ou a ére réaliste dans
ses atlenles.

Il existe par ailleurs des problémes pour lesquels on
ne sail pas démontrer lear apparlenance a NP, mais
dont on sail quiils sont NP=difficiles, cest-a-dire que,
st L'on connaissail un algorithune polynomial qui les
résoul, on pourrait venir a boutl de tous les pro-
blemes de NI Notons quiil existe cgalement d'autres
classes de questions, comme « NP o coNP=P?» oh
s NI coMNPe est Fensemble des problemes (dits
bicn caracteérisés) qui appartiennent a la fois a NI
cla colP, Cest-a-dire pour lesquels la réponse «ouis
ainsi que la réponse «nons peuvent ére prouvées
tromme pour le club & deux salles ou le test de
primalilé

Si quelques mathématiciens réfléchissent sur les
problemes les plus théoriques de Finformatique, un
grand nombre de chercheurs travaillent avant loul
sur des problémes concrels: des théortmes de bonne
caractérisation, des algorithmes polynomiau, ou,
faule de micux, sur des démonstrations de NP-
complétitude, Peul-élre ne pensent-ils que raremenl
a [a question: P=NP? On pense généralement - sans
le dlire — que P = NP Quand un probléme est NP-
complel, on se console avec des algorithmes d'ap-
proximation ou d'autres compromis (comme les
algorithmes «évolulifss qui Sinspirent des proces-
sus biologiques ou physigques), ou Fautres modéles



de caleuls {comme la complexité quantique). Dans
chaque situation, cerlaines méthodes se révident plus
adaptées que les autres: il o'y a pas de solution
miracle valable pour tous les problimes.

Trouver, décider, prouver. Parmi les trois questions que
nous avons postes precédemment, la froisiéme est
peul-Gtre la plus intéressante: est-ce qu'un certain
certilicat du «oui» ou du «nons peul éire lrouvé en
un lemps polynomial ? Sa distinction des problémes
de décision est souvent mal ou peu connue, car clle
relive de résultats accumulés au cours e ces dix
derniéres années of qui ne sunt pas tous assimilés,

1 est clair que trouver n'est pas moins difficile que
deécider, et décider n'est pas moins difficile que
certifier une décision. Si on sail frouver, on sait déci-
der; si on sait décider, on sait prouver. Quelle est La
refation exacte entre trouver, décider ¢f prouver? La

Les quarante-deux ans
de la conjecture de Berge

Un graphe est parfait® si et seulement si il ne contient pas de trou ni o antitrou
impairs®, Cette conjecture, appelée aussi « conjecture forte des graphes par-
faits » a éte considérée comme I'un des plus grands défis de la theorie des
graphes. Elle a été énoncée en 1960 par Claude Berge, motivé entre autres par
la théorie des jeux et par des problémes de la théorie de l'information {surtout
la capacité de Shannon). Au cours du temps, les graphes parfaits et les idées
qu'ils ont stimulées ont pris de I'importance bien au-dela de la théorie des
graphes: par exemple, dans la théorie de la combinatoire polyédrale, ou récem-
ment dans I'application des méthodes de la programmation semi-définie en
mathématiques discrétes, mais on trouve aussi des applications dans la concep-
tion de grands circuits intégrés.

Pendant prés de quarante-deux ans, cette conjecture a retenu I'attention d’un
grand nombre de chercheurs, dont celle de plusieurs équipes francaises : des
centaines d’articles lui ont été consacrés... Elle a passé sa premiére douzaine
d’années en compagnie de sa sceur cadette, la conjecture faible, démantrée
en 1972 par Laszlo Lovasz.

En 1998, la conjecture est 4 nouveau projetée sur le devant de la scéne @ un
collogue est organisé a Paris sur ce theme(®; on apprend i peu prés un an plus
tard que le célebre groupe formeé autour de Paul Seymour de l'université de
Princeton a décidé de considérer cette conjecture comme son nouveau terrain
de chasse. Ces chercheurs sont connus pour leur excellence et leur perséve

rance dans la poursuite de longs projets.

La recherche a été encouragée par le support financier de I'"American Institute
for Mathematics, lui-méme subventionné par la firme Fry Electronics. 5i la
somme allouée est comparable a celle offerte par la fondation Clay” pour la
résolution d'un des sept problémes ouverts, son mode d'attribution fut pro

bablement plus constructif: Paul Seymour ot ses collaborateurs ont été exo

nérés de tout enseignement, ¢t leurs recherches étaient généreusement sou-
tenues dans [a premiére moitié de I'année 2001, et ce, indépendamment du
résultat. Beaucoup de résultats importants utilisés dans la salution finale ont
£Lé démontrés par Vasek Chvatil et ses étudiants, ou encore par up aulre
groupe : Gérard Corffuéjols, Michele Conforti et leurs coauteurs.

Le 23 mai 2002, la naissance du théoréme fort des graphes parfaits a &té annon-
cée par Paul Seymour dans un colloque organisé au Tennessee par son colla-
borateur Robin Thomas (Georgia Tech, Atlanta). Les deux autres « chasseurs »
qui ont participé a la résolution sont Neil Robertson (Ohio State University) et
Maria Chudnovsky, une étudiante en thiése avec Seymour, Les auteurs estiment
que la longueur de la démonstration va dépasser les 200 pages. lls déemontrent
gue les graphes de Berge se construisent en collant d'une maniire « appro-
priée » des « graphes bipartis » (dans I'article : « 4 deux salles »} et d'autres
graphes bien connus construits a I'aide de ces graphes. Leur méthode a de tris
Bonnes chances d’aboutir aussi a un algorithme efficace (polynomial), mais
cela demandera du travail supplémentaire. La date exacte de 1a naissance de
cette conjecture est moins claire que la date de sa mort, ce qui est sir cest
qu'elle a vécu une vie pleine et active pendant quarante-deux ans. 5a nouvelle
vie comme théoréme n'a peut-&tre pas fini de nous surprendre car elle pour-
rait conduire & d'autres démonstrations, applications ou alaorithmes.

question = NP telle qu'on 'a énoneée signific:
peul-on dicider (rouver si a réponse o5t «ouiz ou
=nonsl si on peut prouver la iéponse souis? Une
erreur Lts commune ost de penser que décider ot
trouver sont & peu pris équivalents. Pourdant, la dif
férence existe, et elle st souvent dautant plus grande
que le probleme est facile, Par cxpérience on sail seu-
lement que, pour tous les problimes NP-complets,
décider of trouver somt soil lous les dewus réalisables,
soil aucun ne 'est.

Beauroup de mathématiciens qui ont pris part au
débul de la théorie de la complexité pensent tou

jours que, pour les problémes bien caractérises lqui
sont dans NP el aussi dans coNP), trouver le ceri-
fical ne peut étre difficile. Cela wa en fail rien d'évi

dent. I a @¢ montré que si P+ NP, alors il existe
des problémes qui ne sont ni dans P ni NP-
complets, ainsi que des problémes pour lesquels
trouver est plus difficile que prouver. Posons 1
probleme de la factorisation un pew difffremment:
= Un nombre donné admei-il une factorisation en
nombres premicrs 7 Chacun sait que la réponse
est towjours oui. done le problime de décision est
évidemment dans I

On peut certifier une telle factorisation en un lemps
polynomial en dennant un certifical de primalité
pour chaque nombre premicr qui ¥ participe (plus
tle précisions sur www larecherchefri,

Mais, comme nous Favons v, Rersonne ne sait trog-
ver le certificat de non-primalité qui consiste i écrire
unt nombire comme un produit.

Si par hasard il apparaissail que "= NP, alors toutes
les classes de complexité que nous avons définies, el
bien dautres, deviennent égales. Tous les problemes
de I deviennent alors NP-complets, e il wy a plus
de diftérence entre la complexité de prouver, de déci

der ¢l de trouver. Inversement, bien sir si on sait
trouver ce quion sait prouver, alors P = NP Certes,
vous pourter eslimer que vous n'aves pas avance
par rapport au début de Vadicle. On vorl seulementd
prul-ftre mieux ce quion ne connail pas, of, avec
Socrale, penser que Cesl un progres, Pendant ce
temps on découvee que le =supréme fasciste s mel
un grand nombire de problémes qui nous intéressent
parmi les problémes universels. Et il le fail plus sou-
vent quion ne le souhaiterait, AS.H

Pour en savoir plus

® Lewis Papadimitrioy, « Uefficacité des algorithmes =, dans
LIntelligence de Uinformatigue, Bibliothéque pour la science,
169-152, 1938,

® H. Wilf, Algorithmes of complexté, série « Logigue
mathémaliques informatique s, Mazsen, 1989,

® Cipra, What's New in the Mathematical Sciamces, séric

de ['AMS,

® Lejournal de la confecture de Berge:

w5 rutgess.edu ™ chvatal fpertect fspoUhitm|

® |anaissance du théordme fort des graphes parfaits:
wrws_timathrgatech.edu/ " thomas SUTDES pert sl g

& Ft aussi: www. larecherche. fr
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